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Prefacio

Este livro pretende oferecer uma versao autocontida do Calculo Proposicional
e a Légica de Primeira Ordem.

Os conceitos vertidos no Capitulo I serao suficientes para uma compreensao
intuitiva, ainda que incompleta, do Céalculo Proposicional e a Logica de Primeira
Ordem. O leitor com alguma experiéncia matematica pode omitir a leitura deste
capitulo.

O Capitulo IT é uma exposicao do Célculo Proposicional incluindo algumas
das suas propriedades metalinguisticas, em particular o Teorema de Completude.

O Capitulo IIT examina nog¢oes de Teoria de Conjuntos, seus axiomas e um
conceito geral de nimero. E incluida a construcdo dos nimeros naturais, racionais
e reais, mostrando como se pode desenvolver a matematica dentro da teoria;
em particular, um conceito geral de nimero. Neste capitulo sao examinados o
Axioma de Escolhas, o teorema de Boa Ordem, o Lema de Zorn e a equivaléncia
entre esses trés resultados. Em particular, o Lema de Zorn é necessario para o
capitulo seguinte, orientado a demonstrar que toda teoria consistente tem um
modelo. Este é construido a partir de material sintatico existente na proépria
teoria. Isto, pela sua vez, implica que toda férmula valida na teoria é teorema
dela. O tultimo capitulo mostra alguns conceitos e exemplos na Teoria de Modelos.
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Prefacio Editorial

A publicacao de FElementos de Logica, do professor Enrique Hernanez Man-
fredini, atende a um objetivo primordial da linha editorial: suprir a demanda por
materiais técnicos de qualidade em lingua portuguesa que possuam um foco bem
delimitado. Este primeiro volume se insere precisamente nesse propoésito, sendo
dedicado a Logica Proposicional Classica e a seus fundamentos.

Esta obra contribui para preencher uma lacuna na literatura de logica em
lingua portuguesa, que frequentemente polariza-se entre textos introdutérios de
carater didatico e obras especializadas voltadas para o publico de pds-graduagao.
Um diferencial deste livro reside em sua capacidade de estabelecer uma ponte
rigorosa e acessivel entre esses dois extremos. Manfredini desenvolve um trata-
mento da logica proposicional que, embora parta de nogoes basicas, eleva o nivel
de analise de forma progressiva, fornecendo ao leitor parte do ferramental técnico
exigido em estudos mais avancados.

O publico-alvo principal desta iniciativa sao os estudantes de graduagao em Fi-
losofia, Matematica e areas afins, bem como para todos que apresentem interesse
particular nos aspectos técnicos da légica. Ao dominar os conceitos apresentados
neste volume, o leitor estard plenamente preparado para a continuidade do estudo
formal. Ressalta-se que o Volume 2, ja em planejamento, aprofundara a discussao
ao abordar a Loégica de Primeira Ordem, Teoria dos Conjuntos e elementos de
Teoria de Modelos.

A presente obra reflete o compromisso do selo editorial Logica no Aviao com
a exceléncia académica. Esperamos que este livro se consolide como referéncia
didatica e técnica, servindo como guia essencial para aqueles que buscam uma
compreensao aprofundada da logica como disciplina formal, estruturando o raci-
ocinio e o pensamento critico em suas respectivas areas de estudo.

Edgar Almeida e Rodrigo Freire

iv



Conteudo

Volume 1

Dedicatoria

Agradecimentos

Prefacio

Prefacio Editorial

Capitulo 1. Nocoes Bésicas
Capitulo 2. Célculo Proposicional
Indice

Bibliografia

Volume 2

Prefacio

Prefacio Editorial

Capitulo 3. Elementos da Teoria de Conjuntos

Capitulo 4. Loégica de Primeira Ordem

Capitulo 5. Alguns Passos na Teoria de Modelos

Indice

Bibliografia

Péagina

iii

vii

49

93
94



CAP{TULO 1
Nocoes Basicas

Os pré-requisitos necessarios para abordar o estudo da logica matematica sao
escassos; na sua maior parte se limitam a nogoes intuitivas basicas, familiares e em
boa medida ja presentes na linguagem conversacional e na capacidade dedutiva
do entendimento comum. Estas incluem nocoes logicas elementares e nogoes
de conjuntos e nimeros, acompanhados de um vocabulario técnico standard em
matematica.

Algumas expressoes da linguagem comum sao substituidas por simbolos es-
peciais que tornam a leitura mais compacta. Os simbolos introduzidos nestas
preliminares devem ser entendidos como substitutos de expressoes da linguagem
comum; os conceitos associados a eles sao intuitivos. Mais adiante estes simbolos
serao formalmente definidos e adotardao um significado técnico formal.

Os conceitos vertidos nestas preliminares serao suficientes para uma razoavel
compreensao do Céalculo Proposicional e a Logica de Primeira Ordem. Para
um tratamento mais completo e auto-contido, incluimos um capitulo dedicado a
Teoria de Conjuntos; os conceitos e fatos tratados aqui de maneira ingénua, sao
ali abordados e demonstrados formalmente. A diferenca entre tratamento formal
e informal de simbolos e conceitos ird ficando clara a medida que avangamos nesta
exposicao.

A este respeito, observe-se que ha uma distin¢ao essencial entre o uso e a
meng¢do de uma palavra, ou de uma expressao. Utilizar uma palavra (expressao)
é servir-se dela para se referir ao seu significado ou funcao. Mencionar a palavra
(expressdo), é referir-se a ela como entidade gramatical, ela é o objeto do qual
se fala. Certamente, é equivoco referir-se a uma palavra por meio dela propria,
o que pode induzir a confusdes. Para evitar esta situacao, ¢ habitual escrever
entre aspas “---” ou ‘- -+’ uma palavra (expressdo) que esteja a ser mencionada.
Assim, “x” ou ‘x’ passa a ser um nome do simbolo ou expressdo que estd entre
aspas.

Contudo, a partir do contexto, torna-se normalmente 6ébvio se uma palavra
estd a ser usada ou esta a ser mencionada e, por simplicidade, com frequéncia nao
se faz a distingao referida acima. Esta pratica é conhecida como autonimia. No
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que segue, permitir-nos-emos a liberdade de adotar ou nao autonimia, segundo
consideremos conveniente.

Nocoes Logicas Basicas. Essas sdo extraidas da linguagem conversacional.
Entre elas encontramos proposicoes, funcoes, propriedades, sentencas existenciais,
sentengas universais e conjuntos.

As proposigoes ou sentencas sao expressoes que estabelecem fatos, isto é, algo
que acontece ou que ¢é de certa ou outra maneira. A partir de proposigoes simples,
¢é possivel formar proposi¢oes mais complexas por meio das particulas gramaticais
funcionais de negacao, disjuncao, conjuncao, implicacao e equivaléncia. Desde um
ponto de vista matematico, estas sdo operacoes entre proposi¢oes da mesma ma-
neira que a soma e multiplicagao sao operagoes entre niimeros; aqui sao chamadas
de conectivos. Seus simbolos sao,

a) negagdo: —,

b) disjungao: V,

¢) conjungao: A,

d) implicagio: — ou =,
e) equivaléncia: — ou <.

Informalmente, usaremos setas simples ou duplas indistintamente nas tltimas
)
duas operagoes. Num contexto formal sera observada uma distingao rigorosa entre
ambas modalidades.
Se p e ¢ sao proposigoes, as expressoes construidas a partir delas por meio
dos conectivos abreviam as sentencas da linguagem natural como segue.
a) '—p’ abrevia a expressdo 'nao p’.
b) ‘pV ¢’ abrevia a expressao ‘p ou ¢’.
c) ‘p A q abrevia a expressao ‘p e ¢
d) ‘p — ¢’ abrevia a expressdo ‘p implica ¢’
e) ‘p <— ¢ abrevia a expressao ‘p equivale a ¢

Chamaremos os elementos de uma disjuncao, disjuntos, e os elementos de uma
conjunc¢ao conjuntos; o primeiro elemento de uma implicagdo recebe o nome de
antecedente o o segundo, consequente.

Expressoes alternativas para p — ¢ sao: ‘se p entao ¢q’, ‘q, se p’, ‘p s6 se ¢,
‘p é suficiente para ¢’, ‘q é necessario para p’.

Expressoes alternativas para ‘p «— ¢’ sao: ‘p é necessaria e suficiente para
q’, ‘p se e sO se ¢’; esta ultima é abreviada como ‘p sse ¢’

A partir de duas sentencas, por meio dos conectivos podemos formar senten-
¢as mais complexas que, por sua vez, também podem ser usadas para formar
outras sentencas. Sentencas também serao chamadas de expressoes ou férmulas.
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Sentencas sao sequéncias de simbolos basicos. Desse momento, essas expressoes
terao significados intuitivos.

Propriedades ou Predicados, Relagoes, Fungoes. As propriedades ou
predicados correspondem as caracteristicas ou atributos possuidas por um objeto.
Grosso modo, correspondem a adjetivos e predicados das sentengas gramaticais.
Podem ser atribuidas a objetos individuais ou a pares de objetos, a trios de obje-
tos, etc. No caso de objetos individuais é habitualmente preferida a denominacao
de predicados; no caso de pares, trios, etc., habitua-se chama-las de relacoes.

Os objetos individuais ou individuos sao referidos por meio de constantes ou
varidaveis individuais. As constantes individuais sdo simbolos que se referem a
objetos especificos ou individuos; correspondem aos nomes da linguagem conver-
sacional. As variaveis individuais sao simbolos que se referem a individuos de
maneira genérica.

As fungoes s@o um caso especial de relagdes bindrias, nas quais um elemento
estd relacionado com um elemento tinico. Este é por exemplo o caso de o nimero
inteiro imediatamente superior a x, em que cada niimero tem exatamente um que
¢ imediatamente superior a ele; na linguagem conversacional ocorrem com muita
frequéncia, como em a mae de x.

Se ¢ é uma propriedade referida a objetos individuais, escrevemos p(x) para
indicar que x tem a propriedade . Por exemplo, para dizer que x ¢é par, escre-
vemos Par(x). Se ¢ se refere a pares de objetos, escrevemos ¢(x,y). Neste caso,
© € uma relacao binaria. Um exemplo frequente é a propriedade ser menor que;
aqui, ¢(z,y) diz que = € menor que y e, em notacao prefira escreve-se < (x,y) -
diferente da habitual notagao infiza z < y.

A situacao é generalizada a qualquer niimero de variaveis. Note-se a relevancia
da ordem em que aparecem as varidveis. Quando nao é necessario especificar
as variaveis livres de uma féormula ¢ se escreve esta tal como esta. H& casos
em que é necessario ou conveniente se referir explicitamente a estas. Nestes
casos, ¢(z1,...,x,) significa que as varidveis livres de ¢ estao entre xq,...,x,.
Quer dizer que na lista podem aparecer mais variaveis para além das que tem .
Uma férmula cujas varidveis sejam x1, ..., x, pode ser, por exemplo a disjun¢ao
de outras duas com menos variaveis. Neste caso convém dizer que estas tém
variaveis entre x1,...,x,. Individuos, propriedades e fungoes formam parte dos
ingredientes que estao presentes em toda teoria e estrutura matematica.

Os conceitos de relagdo e fungdo serao tecnicamente definidos na linguagem
da Teoria de Conjuntos, apresentada no volume II deste trabalho.

Uma férmula do tipo ¢(a) 16-se tal como estd escrita, ou também como a
satisfaz p(x), ou @(x) é satisfeita por a; ou simplesmente a satisfaz .



1. NOCOES BASICAS 4

Sentencas existenciais e universais. Quantificadores. Variaveis li-
vres e variaveis ligadas. Expressoes do tipo ¢(z) dao lugar a sentencas exis-
tenciais e universais, isto é, sentengas da forma ‘eziste z tal que p(z)’ e ‘para
todo x tem-se p(x)’, ou ‘para todo x p(x)’, as quais simbolicamente sdo abrevia-
das como ‘Jrp(x)’ e Vap(x)'. Ossimbolos ‘I e V' sdo chamados de quantificador
existencial e quantificador universal, respectivamente. Para o caso de duas varia-
veis, escreve-se ‘drIyp(z,y)’ ou, simplesmente ‘Iz, yp(z,y). Similarmente, para
‘V’ e para qualquer nimero de variaveis.

Uma variavel que é susceptivel de adotar valores diz-se livre; isto acontece
quando a variavel nao esta submetida a acdo de um quantificador. Caso contrario
diz-se ligada. Uma variavel ser livre ou ligada depende do lugar em que ocorre
numa férmula. Por exemplo em x é par, x ocorre livre e pode adotar valores.
Para z = 3 a férmula diz que 8 é par. Em Jx(x é par), a varidvel = ocorre
ligada. A primeira féormula expressa algo acerca de x - fala algo - acerca de x. A
segunda formula nao expressa nada acerca de x, pois simplesmente diz que existe
um numero par e, dito desta maneira, é claro que a férmula nao se estd a referir
a x e portanto nao faz sentido que a varidvel adote valores.

H& combinagoes de varidveis livres e ligadas. Por exemplo em Jy(x = 2y), y
é ligada e x livre. (Esta é outra maneira de dizer que z é par). Em Vz(x é par V
x é fmpar) A (y = 3z) , as trés primeiras ocorréncias de x sao ligadas, a quarta é
livre e a ocorréncia de y é livre.

A sentenca Jz[p(r) A Vy(p(y) — y = x)] expressa que tal z é tGnico. Esta
sentenca é abreviada por Jlzp(z).

A sentenga VaVylp(z) A p(y) — x = y| diz que se x e y tém a propriedade
@, entao devem ser iguais, isto é, que nao ha dois individuos diferentes com a
dita propriedade. Podem nao existir mas, no caso de existir algum, deve ser
unico. Por outras palavras, a sentenca diz que existe no mdximo um elemento
que satisfaz ¢. Esta sentenga é abreviada por F*zp(z).

Com sentencas, por meio de conectivos e quantificadores pode-se formar novas
sentencas. De um ponto de vista matematico estas sao sequéncias de simbolos;
esse ¢ um aspecto a ter em conta ao raciocinar acerca de formulas.

Uso de parenteses. Usamos parenteses da maneira usual em matematica:
formalmente, numa expressao complexa, um par de parenteses encapsula uma
parte da expressao para indicar que esta deve ser considerada como um objeto
indivisivel cujas partes nao se devem confundir nem unir com outras partes da
expressao. A situacao sera formalizada mais adiante.

As vezes, nao € preciso usar parenteses pois a estrutura da expressao nao o
requer. Mesmo assim, usaremos parentese desnecessarios se isso facilitar a leitura.
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Por exemplo, uma férmula como z = y Ay = 2z — y = 2z nao requer
parenteses, mas lé-se melhor como (z = y) A (y = z) — y = z ou, ainda, como
(x=y)AN(y=2) — (y=2). A férmula Iz < 2Vy < u[p(x) A &(z)] (existe um
x < z tal que para todo y < u tem-se p(z) A £(x)) 1é-se mais facilmente como
(32 < 2)(y < w)[p(x) A E()]

Conjuntos. Um conjunto é qualquer agrupamento ou pluralidade de obje-
tos; estes estao dentro do conjunto sem ordem, sem prioridades entre eles e sem
prioridade entre os lugares que ocupam. Pode-se pensar num conjunto como uma
colecdo de objetos dentro de uma caixa. Um conjunto fica determinado de duas
maneiras: por ertensdao ou por compreensdo. A primeira consiste numa mengao
explicita dos seus elementos; se um elemento aparece mencionado duas ou mais
vezes estas repeticoes nao tém efeito algum; a segunda determina o conjunto
por meio duma propriedade comum aos seus elementos, e s6 a eles. {1,2,3} e
{1,2,2,3} sdo exemplos da primeira, {x : 0 < x < 4} é um exemplo da segunda.
A relacao que existe entre um conjunto e seus elementos é a de pertinéncia: €. A
expressao x € A significa que = € um elemento de, ou que pertence ao, conjunto
A. No caso contrario escreve-se x ¢ A.

Expressoes como (z € A) A (y € A) sdo frequentemente abreviadas por
xz,y € A. Alids, abreviamos (z € y) A (y € x) por z € y € x. Mas repare-
se que € nao é transitiva, pelo que daqui nao se segue x € z. A linguagem da
Teoria de Conjuntos consiste de variaveis individuais, dos conectivos, dos sim-
bolos ‘V’ e ‘4" do simbolo de igualdade ‘=’ e da relacao ‘€’ As férmulas desta
linguagem sao combinagoes gramaticalmente corretas destes simbolos. A defini-
¢ao de ‘gramaticalmente correta’ serd dada mais adiante. Por agora, a formagao
de férmulas fica confiada ao sentido comum.

Dois conjuntos que tenham os mesmos elementos sao considerados iguais, e
reciprocamente:

(Vz)(Vy)[(V2)(z €z +— 2z €y) — x =1y].

Esta propriedade é chamada de extensionalidade e serd examinada em mais
detalhe no capitulo de Teoria de Conjuntos no volume II deste trabalho .

Esquema Irrestrito de Compreensao. Esta baseado no principio de que
uma propriedade ¢ da origem (por compreensao) ao conjunto de elementos que
tém a propriedade . A extensionalidade implica que este conjunto é tnico e é
denotado por {z : p(z)}, o qual 1é-se como o conjunto dos z tais que p(z).

Expressoes da forma ¢(x), aparte serem lidas tal como estao escritas, habi-
tualmente sao lidas como =z satisfaz . Obviamente, com esta notagao tem-se
a€{r:p(r)} <= ¢(a). Em lugar de ‘:’ as vezes usa-se ‘|. Uma propriedade
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@ sobre conjuntos estard dada como uma férmula da linguagem da Teoria de
Conjuntos. Aplicando extensionalidade este conjunto resulta ser tnico.

Por outro lado, se duas féormulas sao logicamente equivalentes, entao os con-
junto determinados por elas sao iguais. Por exemplo, para nimeros inteiros,
claramente as féormulas 0 < x < 3 e x = 1V z = 2 sdo equivalentes, pelo qual os
conjuntos determinados por elas {x : 0 < x < 3} e {x : 2 = 1V = 2} sdo iguais.
Disso, {z: 0 <z <3}={x:x =1V =2}

Em geral, {z : p(2)} = {z : ¢¥(2)} <= (p(z) +— ¢¥(x)). Isso estabelece
uma correspondéncia entre férmulas e conjuntos. Mas essa correspondéncia esta
sujeita a limitacoes, como se vera mais adiante.

A notacao acima permite definir alguns conjuntos simples, como o conjunto
unitario {a}, o conjunto de dois elementos {a, b} e assim com qualquer nimero
finito de elementos. Também permite definir o conceito de par ordenado de a
e b, (a,b,), que ocorre por exemplo na representagdo cartesiana de um ponto.
Usaremos a notacao (a,b) ou (a,b) para pares ordenados.

Especial atengao merece o conjunto sem elementos, chamado conjunto vazio;
intuitivamente, podemos pensar nele como uma caiza vazia; as vezes é referido
como { }. O conjunto vazio é tinico e denotado também por (). As definigoes dos
conjuntos mencionados acima sao:

DEFINIGAO 1.

1. Unitdrio: {a} ={z | x = a}.

2. Dois elementos: {a,b} ={x | © =aV x = b}.
3. Conjunto vazio: ) = {x | © # x}.

4. Par ordenado: (a,b) = {{a},{a,b}}.

A parte 4. da definicdo estd baseada na condicdo de que dois pares sdo
iguais se, e somente se, os seus primeiros elementos sao iguais e os seus segundos
elementos sao iguais e reciprocamente. Pode-se verificar que

{{a},{a,b}} = {{c},{c,d}} <= a=cAnb=d.

Raciocinando com o conjunto vazio. Devido ao fato que () ndo tem ele-
mentos, resulta que todos os seus elementos tém qualquer propriedade ¢, in-
cluindo propriedades contraditérias.

Por exemplo, cada elemento do vazio ¢é diferentes de si proprio. Mas, também:
cada elemento do vazio ¢ igual a, e é diferente de, si proprio. Em geral, para
qualquer propriedade ¢ tem-se (Va € 0)p(x)

Estes fatos podem parecer contra-intuitivos, mas se trata de examinar detida-
mente o significado das palavras. Tém a ver com as equivaléncias entre ‘Vxp(z)’,
e ‘=Jdr—p(x)’, j4 examinadas acima.



1. NOCOES BASICAS 7

A sentenca todos os P sdo (@) equivale a ndo existe P que ndo seja (). Por
exemplo, Todos os homens sao mortais equivale a Nao existe homem que nao
seja mortal. Igualmente, a sentenca FEzxiste um P que é () equivale a Ndo todos
0s P nao sdo (). Também nao todos os P sdo () equivale a existe um P que ndo
seja Q.

Assim, negar que todos os elementos de () tém alguma certa propriedade
¢ afirmar que hd um elemento em () que nao tem a tal propriedade, o que é
certamente inaceitavel.

A situagdo tem a ver também com quando uma sentenca da forma ‘p — ¢’
¢é falsa. Isto acontece se, e somente se, p é verdadeira e ¢ é falsa. Em todos os
outros casos aceita-se como verdadeira. Assim, em x € ) — ¢(x) o antecedente
é sempre falso, o que faz que a sentenca seja verdadeira. Nestas ocasides diz-se
que () é vacuamente verdadeira.

A légica tradicional nao considerou a possibilidade de propriedades vazias.
O silogismo aristotélico consistia de duas premissas e uma conclusao, separando
essa daquelas por uma linha horizontal. Elas podem adotar uma das seguintes
formas:

- Todos os M sao P.
- Alguns M sao P.

- Nenhum M ¢é P.

- Algum M é P.

Ha diversas maneiras de combinar estas quatro formas de sentencas em duas
premissas e uma conclusdo, que apos alguns calculos da 256 combinagoes das
quais 19 foram consideradas como validas. Dessas, ha quatro nas quais a conclu-
sao nao se segue das premissas se se aceita a possibilidade de que algum predicado
seja vazio e receberam os apelidos Darapti, Felapton, Fesapo e Bamalip, respec-
tivamente. Estas tém as formas

1. Todos os M sao P 2. Nenhum M é P
Todos os M sao R Todos os M sao R
Alguns R sao P Alguns R nao sao P

3. Nenhum P é M 4. Todo P éM
Todos os P sdo S Todo M é S
Alguns S nao sao P Alguns S sao P

Observe que:

- a primeira é incorreta se M = () = P.
- A segunda é incorreta se M = () = R.
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- A terceira é incorreta se M = ().
- A quarta é incorreta se P = ().

No capitulo de Estruturas de Primeira Ordem (volume II) se adotara a con-
vencao de que o universo destas estruturas sejam nao vazias, mas podera haver
predicados vazios ou formulas que cuja extensao seja vazia. Nao se deve confundir
ambas situagoes.

Relacoes entre, e operagdoes com, conjuntos. Interessam, aqui, as rela-
¢oes de igualdade e de inclusao entre conjuntos. Como ja estabelecido, conjuntos
que tém os mesmos elementos sao considerados iguais, e reciprocamente. Em
simbolos:

A=B < Vax(r € A<z € B).

Um conjunto A esta incluido ou é um subconjunto de um conjunto B se todos
os elementos de A pertencem também a B. Em simbolos: A C B.

Ha vérias operagoes entre conjuntos: a unido de um par de conjuntos, a
uniao de um conjunto, a interseccao de um par de conjuntos, a interseccao de
um conjunto, a diferen¢a de dois conjuntos, o produto cartesiano de um par de
conjuntos e a poténcia de um conjunto, denotadas respectivamente por: AU B,
UA, ANB,NA, A\ B, Ax B e P(A). Estao definidas por:

DEFINIGAO 2.

1. A € subconjunto de B: AC B <= Vx(r € A— z € B).
2. A unigo de A e B: AUB={zx:2€ AVx e B}.
3. A unidgo de A: UA ={z: Jy[lzr € y) A (y € A)]}.
4. Aintersec¢io de A e B: ANB={x:2€ ANz € B}.
5. A intersecgio de A: NA={x:Yyly e A — y € x}).
6. A menos B: A\ B={x:x€ ANz ¢ B}.
. O produto cartesiano de A e/por B: A x B ={(a,b) :a € ANb€ B}.
8. A poténcia de A: P(A) ={z:x C A}.

A primeira retine os elementos de A e B num conjunto s6. Na segunda,
os elementos de A sao conjuntos que, ao serem reunidos, produzem um novo
conjunto: o conjunto de elementos de elementos de A. Por exemplo, se A =
{B,C,D}, entao JA = BUCUD. Se A = {A; : i € I}, entdo uma notagao
alternativa para JA é UA = U,;c; A;. Similarmente para N A.

O leitor facilmente familiarizar-se-4 com estas operagoes e com as suas propri-
edades elementares. A seguir, damos uma lista de algumas destas propriedades.
Em qualquer caso, elas reaparecerao mais adiante. Demonstramos apenas as duas
ultimas.
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TEOREMA 1 (Propriedades de U,N, e Q).

ACA.

(ACB)A(BC(C)— (ACCO).
(ACB)A(BCA) — (A= B).

U é comutativa, associativa e tem ) como elemento neutro.
N € comutativa , associativa e AND =0=0NA.

U € distributiva relativamente a N.

N é distributiva relativamente a U.

(ACB)AN(ACC)— ACBNC.

(A\ B) C A.

© 2 NS S oo~

~N N N~
SN
C:bf\/—\
~ QQ
D
CT:BEB
= o D C

(SN

—

~
R
(@
—_
S
—
Il
8

Prova.

Item 13. x € J(AUB) <= z €y, paraalgum y € AUB <= x € y, para
algum y tal que y € Aouy € B <= [z € y, para algum y tal que y € A] ou
[z € y, para algum y tal que y € B] <= [xr € UA] ou [z € UB].

Item 14. O tnico elemento de {z} é x. Portanto o conjunto de elementos de
elementos de {z} é x. O

E prética corrente abreviar expressdes da seguinte maneira:

- Va(z € y — ¢(x)), por (Vo € y)(¢(x)).
- 3l € y A ()] por (B €)y(p(x) ¢
-{r:xe ANp(x)} por {x € A:p(x)}

Relacgoes e funcgoes. Na pratica uma relacao é percebida como uma conexao
que de alguma maneira vincula alguma coisa ou coisas com outra ou outras. A
gama de relagoes é miltipla e variada; ha relagoes entre objetos, entre pessoas,
relagoes espaciais, temporais, familiares, etc. Relagoes sao concebidas como algo
que de alguma maneira esta estabelecido entre os objetos relacionados; a percep-
¢ao comum ¢é que pode haver duas relagoes diferentes que vinculam os mesmos
objetos; mais precisamente, pode haver duas relagoes diferentes R e Ry com as
quais acontece que para quaisquer x e y que estao relacionadas por R;, estao
também relacionadas por Rs, e reciprocamente; contudo, as relagoes sao de na-
tureza diferente. Ora bem, se ambas relagoes relacionam exatamente os mesmos
objetos, a matematica nao pode distinguir entre elas, pois a natureza das relagoes
nao ¢ uma entidade matematica. Quer dizer que uma relagdo, de um ponto de



1. NOCOES BASICAS 10

vista matematico, ¢ uma entidade extensional: o que interessa é que objetos estao
na relacdo. Em um caso simples, uma relagao consiste de pares de objetos. Mais
precisamente, uma relagdo é um conjunto de pares. Se x e y estao relacionados
por meio de R, se escreve xRy. Isto fica formalizado na

DEFINIGAO 3.

1. R é uma relagio entre A e B < RCAXDB
2. R € uma relagio (definida) sobre, ou em A <= R C A x A.

Esses tipos de relacoes sao chamadas bindrias ou de aridade 2, por serem
subconjuntos de um produto cartesiano. Considerando que pode haver produtos
cartesianos com qualquer niimero de fatores, também havera relagoes de qualquer
aridade.

As propriedades individuais dos objetos sao consideradas como relagoes de
aridade 1. Como, por exemplo, em z é primo ou x # 0. Em tais casos, assim
como uma relagdo binaria é um subconjunto de um produto cartesiano, uma
relagdo undria é simplesmente um subconjunto de um conjunto. De momento
s6 nos ocuparemos de relagoes de aridade 2 e de aridade 1, (isto é, propriedades
undrias). No caso de aridade 1, (relacdo unaria), se trata de uma propriedade.

O dominio de uma relacao é o conjunto de objetos que estao em relacao com
outro, e o rango, ou contradominio, ¢ o conjunto de objetos com os quais algum
objeto esta relacionado. Dizer que dois elementos estao relacionados, significa
dizer que o o par formado por eles pertence a relagao.

DEFINIGAO 4.

1. aRb <= (a,b) € R.
2. Dom(R) = {z : y(xRy)}. Dom(R) : O dominio de R.
3. Ran(R) = {y : Jz(xRy)} =. Ran(R): O rango de R.

As seguintes expressoes formam parte do vocabulario habitual no contexto
das relagoes.

DEFINIGAO 5.

1. y é um sucessor de = sequndo R <= 1y é um R-sucessor de v <=
(z,y) € R.

2. x é um predecessor de y sequndo R <= y é um sucessor de x sequndo
R <= x é um R-predecessor dey <= (z,y) € R.

3.y € um sucessor estrito de xr sequndo R <= vy é um R-sucessor estrito
der < (z,y) € RNy #x.

4. x é um R-predecessor estrito dey <= (x,y) € RNz #y.
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5. Rlz] = {y : *Ry}. O conjunto de sucessores de x sequndo R R™' =

{(y,x) : (z,y) € R}. a fungao inversa de R.

6. R[A] = {y : 3z € A(zRy)}. O conjunto de sucessores sequndo R de
elementos de A .

7. Ry] = {x : zRy}. O conjunto de predecessores de y sequndo R.

8. RI[B] ={x:3y € B(xRy)}. O conjunto de predecessores sequndo R de
elementos de B .

Funcgoes. Outra classe de relagoes de essencial importancia sdo as funcoes.
Nelas, o dominio é igual a A e cada elemento do dominio estd relacionado com
exatamente um elemento de B. Dizemos entao que R é uma funcio de A em B, o
que se denota por R : A — B. E habitual usar as letras f, g, h, . .. para funcdes.

DEFINIGAO 6 (Funcao de A em B).
f:A— B << (fCAxB)AN Nz e A)(3ly € B)[(z,y) € f]

Em palavras, a expressao f : A — B é lida como f é uma func¢iao de A em
B. Tratando-se de uma relagao, (z,y) € f pode-se escrever como x fy mas nao é
o usual.

Notagao: f(z) =y < (z,y) € f.

Acima, y é chamada de imagem de x por f e x é uma pré-imagem de y por f.
As notagoes usuais para relagoes sao aplicadas naturalmente no caso das fungoes.

Em f(z) = y chama-se f(z) de imagem de x e chamas-se = de pré-imagem de
y. A definicao prescreve que cada x tem uma unica imagem e elementos diferentes
do rango de f, denotado Ran(f), devem ter diferentes pré-imagens.

Para todo x e todo y em A tem-se: z = y — f(x) = f(y) e, equivalen-
temente, f(x) # f(y) — = # y. Mas um y € Ran(f) pode ter multiplas
pré-imagens em A.

A propriedade de cada elemento estar relacionado com exatamente um ele-
mento é referida como unicidade e uma relagao que a tenha diz-se que é univoca.

Na expressao f(z), x representa elementos do dominio da funcao f. Se o
dominio é um produto cartesiano A x B e x € A X B, entdo x é da forma (u,v)
e a sua imagem por f é f(x) = f((u,v)), mas para nao sobrecarregar a notagao
escreve-se simplesmente f(u,v).

No primeiro caso f é funcao undria ou fungcio em uma varidvel; no segundo
caso f € fungdo bindria ou func¢io em duas varidveis. Semelhantemente com
fungoes em qualquer ntimero de variaveis.

Usando fungoes pode-se simplificar algumas expressoes de conjuntos. Por
exemplo, quando f(z) =y = 2x, tem-se

{z:Jy(z=2yAy <4)}={2y:y <4} =10,2,4,6,8}.
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DEFINIGAO 7.
@) oy} ={z: Jy(x = fly) Ao(y))}-

Relacgoes diversas. Relagoes de equivaléncia. Classes de Equivalén-
cia. Parti¢coes. A funcao vazia. Conjuntos e tipos de fungodes. Ao longo
deste estudo também encontraremos com frequéncia diversos conceitos relativos
a relagoes e fungoes, para os quais adotaremos as seguintes definigoes.

DEFINIGAO 8. Seja R uma rela¢ao bindria definida sobre um conjunto X .

1. R é reflexiva <= (Vo € X(zRx)).

2. R ¢é simétrica <= (Vx,y € X)[(zRy) — (yRx)].

3. R € antissimétrica <= (Vz,y € X)[(zRy) A (yRz) — = = y)].

4. R é transitiva <= (Vx,y,z € X)((xRy) A (yRz) — (zRz)).

5. Se (xRy) A (x # y), diz-se que x precede estritamente a, ou que é um
predecessor estrito de y (por R). Também, que y precede estritamente a,
ou que € um sucessor estrito de x, (por R).

. R € estrita sse (Vx,y € X)[zRy — x # y).

7. R € irreflexiva sse Vex—(xRx). (Vé-se facilmente que R € irreflexiva sse
R € estrita).

8. Uma ordem parcial R em X € lineal (ou total) se e s6 se (Vx,y € X)[(zRy)V
(yRx)]. Um conjunto provido com uma ordem linear (ou total) é um con-
junto linearmente (ou totalmente) ordenado.

9. Seja R reflexiva, A C X ea € A. Um elemento a € elemento minimal de
A sse (—3z € A)[(xRa) A (z # a)].

10. Seja R irreflexiva, A C X ea € A. Um elemento a é elemento minimal
de A sse (—3dx € A)(xRa). (Se observard que um elemento minimal de
um conjunto é um elemento que estd “no fundo” do conjunto).

11. Uma cadeia em um conjunto parcialmente ordenado (X, R) é um subcon-

D

junto de X, linearmente ordenado por R.
12. Sejam C uma cadeia em um conjunto parcialmente ordenado (X, R) e
se X:
(a) ¢ é um limite superior de C <= (Vs € C')(cRs).
(b) C é limitada superiormente <= existe um limite superior de C.
13. Em conjunto parcialmente ordenado (X, R), o elemento M € X ¢ ele-
mento mazimal <= —(3z € X)[MRx N M # x].

De particular importancia sao as relagoes que sao simultaneamente reflexi-
vas, simétricas e transitivas, chamadas de relacoes de equivaléncia. Elas estao
intimamente relacionadas com as particoes do seu universo. Uma particao de um
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conjunto A é um conjunto de subconjuntos nao vazios de A que nao se intersectam
dois a dois e cuja uniao ¢ o conjunto A.

DEFINIGAO 9 (Relagbes de Equivaléncia. Partigoes).
1. Seja R C Ax A. A relacao R € de equivaléncia se para todo x,y,z € A:

a) tRx (Refleziva,).

b) tRy = yRx (Simétrica).

¢) (zRy) N\ (yRz) = (zRz2) (Transitiva).
2. Seja X CP(A). X é uma partigdo de A se para todo oY, Z € X :

a) Y #0.

W)Y 4AZ=YNZ=0.
c) UX =Uyex Y = A.
Dizemos que x € equivalente a y <= xRy. Os elementos de X sao chamados
de classes de equivaléncia e denotados R[], para x € X.

Uma propriedade importante destes dois conceitos é que sao intercambiaveis,
no sentido que uma relagao de equivaléncia determina uma particao do universo
e, reciprocamente, uma particao do universo determina nele uma relagao de equi-
valéncia. A mesma situacao tem lugar entre partigoes e fungoes: toda funcao
determina uma particdo no seu dominio e, sob certa condi¢do que veremos mais
adiante, toda particao de um conjunto determina uma funcao cujo dominio € esse
conjunto.

R|x] determina uma particao.

TEOREMA 2 (Notagbes como antes).
1. Se R ¢é de equivaléncia, entio {R[z] : x € A} € uma particao de A.
2. Se X € uma particio de A, entao a relagio definida por
TRy <= (3Z € X)[(x € Z) N (y € Z)]
¢ uma relagdo de equivaléncia.

Prova. Parte 1.

1. Pela reflexividade, para todo = € A, x € R[z]. Assim R[z] # 0.

2. Se R[z] N R[y] # 0, entdao 3z[(z € R[z] A z € R[y])]. Por defini¢do
de R[], 3z[(zRx) A zRy)]. Por simetria de R, 3Jz[(zRz) A zRy)]. Por
transitividade de R, xRy. Donde R[z| = R[y]. Assim,

Rlz] N Rly] # 0 = R[z] = R[y]

e, equivalentemente, R[z] # Rly] = R[z] N R[y] = 0.
3. Claramente U{R[z] : x € A} = A, pois cada elemento a de A estd em um
elemento de {R[z] : x € A} e, nomeadamente, a € R|a].
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Parte 2. Seja X uma particdo de A. Definamos a relagao
TRy <— 7 € X[(x € Z) N (y € Z)].
Por definicao de particao, este Z é tinico. Demonstramos que R é uma relagao

de equivaléncia.

1. Reflexividade. Seja x € A. Por defini¢ao de particao, (37 € X) (v € Z).
Por defini¢do de R, xRx.

2. Simetria. Suponhamos xRy, (3Z € X)[(z € Z) A (y € Z)]. E obvio que
nesta férmula a ordem nao interessa (37 € X)[(y € Z) A (z € Z)]. Logo,
yRz.

3. Transitividade. Suponhamos (xRy) A (yRz), isto ¢é,

(FZ1e X))z e Zy)N(ye Zy)] e (32 € X)|(y € Za) N (2 € Zy)].
Uma vez que y pode pertencer apenas a uma classe da particao, Z, = Zs.
Assim (37 € X)[(x € Z) AN (z € Z)], isto é, zRz.

O
Se R é relagao de equivaléncia, entdo os conjuntos R[z| recebem o nome de
classes de equivaléncia.

DEFINIGAO 10. Seja X € P(A) um conjunto de subconjuntos de A. X é uma
particio de A se
1L Vz,ye X[(zx £y —xny=10)]e
2. UX = A.

O conceito de funcao esté relacionado com os conceitos de particao e relagao
de equivaléncia, como descreve o seguinte

TEOREMA 3. Seja f: A — B.

1. {fy) :y € f[A]} constitui uma parti¢io de A.
2. Se xRy <= f(x) = f(y), entao R é uma relagio de equivaléncia.

O conjunto de fungoes de A em B. A fungao vazia.
DEFINIGAO 11 (Conjunto de fungdes de A em B).
AP ={f:(f:A— B)}.

TEOREMA 4. Dados quaisquer conjuntos A e B:

1. 04 =0.
2. B = {0}.

Prova.
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Lfed <—= f:A—Def:A—0 = (fTAXDA
Vz e A3y e h(x,y) € Ax@]. Como A # (), existe um z € A. Para
esse r temos que existe um y € ), o que é impossivel. Portanto nao ha
f e

2. (fe B «—= (fCO)AVz[r € ) — Ty € B)((x,y) € f)]. Ora,
a tltima implicacao é sempre (vacuamente) verdadeira, pois nao hé algo
em (). Isto pode-se ver melhor se se pensar que a implicacao ¢ falsa. Se
este é o caso, quer dizer que o antecedente é verdadeiro e o consequente é
falso. Mas o antecedente nao pode ser verdadeiro.

[
DEFINIGAO 12 (Funcao sobrejetiva ou epijetiva). Seja f: A — B.
f € sobrejetiva, ou epijetiva, <= (VYy € B)(3x € A)(f(z) =v),

Ou seja, f é sobrejetiva, ou epijetiva, se e somente se Ran(f) = B.
Se cada y € Ran(f) tem exatamente uma pré-imagem, a fungao diz-se injetiva.

DEFINIGAO 13 (Funcao injetiva). Seja f : A — B.
f éinjetiva <= (Vo,y € A)fzr #y — f(z) # f(y)].

Se f é injetiva e y € Ran(f), escreve-se f~'(y) = z em lugar de f~'[y] = {z}.
Uma fungao injetiva de especial interesse é a identidade, Id que atribui a cada
elemento x o mesmo x.

DEFINIGAO 14 (A funcdo identidade em A). A fungio Ids: A — A € dada
por Ida(x) =z, para x € A. Equivalentemente, Idy = {(x,z) : x € A}.

Entre as fungoes injetivas, tém especial interesse as fungoes biunivocas. Como
o nome o diz, estas sdo univocas em ambas dire¢coes. Uma fung¢do biunivoca de
A em B é uma funcao injetiva de A em B cuja imagem ¢ B.

DEFINIGAO 15 (Funcao biunivoca ou bijectiva). Seja f : A — B.
f € biunivoca <= (Ran(f) = B) A Vz,y € A)lx #y — f(x) # f(y)].
DEFINIGAO 16. Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Sejam f: A — B e
g:B— C. A fungio go f: A— C € a funcgdao definida por
(g0 f)z) = g(f(z)).
Ou seja, se [ transforma z em f(x), a seguir este é transformado por g

em g(f(x)). Observe-se a ordem em que f e g aparecem escritas. Esta é uma
operacao transitiva entre de fungoes.



1. NOCOES BASICAS 16

TEOREMA 5. Se f: A— B, g: B— C e h:C — D, entao
(hog)of=ho(gof).

Prova.

((hog)o f)(z) = (hog)f(x)=h(g(f(z))).

(ho(go f))(x)=n((go f)(x)) = h(g(f(x))).
Consequentemente, (hog)o f=ho(go f). O
A identidade nao altera o resultado da operacao ‘o’

TEOREMA 6. Se f: A— A, entio fold= f=1do f.

Prova. (Idso f)(z) =ida(f(z)) = f(z) e (f o Id)(z) = f(id(z)) = f(z).
O
Se uma func¢ao é biunivoca, entao a sua inversa é também uma funcdo que
também ¢é biunivoca.
A biunicidade é uma propriedade importante e sua existéncia entre um par
de conjuntos A, B recebe uma notagao especial.

DEFINIGAO 17 (Equipoléncia).
1. A € equipolente a B <= (3f)[(f : A — B) A (f € biunivoca)].
2. Ax B < A ¢ equipolente a B.

A relagao = tem as seguintes propriedades.

TEOREMA 7. Para quaisquer conjuntos A, B, C' tem-se
1. A= A.
2. A~ B — B~ A.
3. A BAB~(C — A=xC.

Prova.

1. Id : A — A é biunivoca.

2. Se A ~ B, h4 uma funcio biunivoca f : A — B. Agora, f~': B — A
é biunivoca.

3.5 A =~ BAB =~ C, entao ha fungées biunivocas f : A — B e
g : B — (. Ora, go f é biunivoca de A em C.

O

Algumas fungoes permitem comparar o tamanho relativo dos conjuntos; por
exemplo se hd uma fungao de A em B e Ran(f) = B, podemos apreciar que
hd em A pelo menos tantos elementos como em B. De igual modo, se ha uma
injecdo de A em B e nao ha bijecao de A em B, o tamanho de A é menor do que
o de B. E se ha uma funcao biunivoca de A em B, podemos apreciar que A tem
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tantos elementos como B. Um aspecto interessante disto é que permite comparar
0s tamanhos de dois conjuntos sem contd-los.
De especial interesse é a comparagao de um conjunto com sua poténcia.

TEOREMA 8 (G. Cantor). Para qualquer conjunto A tem-se:

1. Existe uma inje¢ao de A em P(A).
2. Nao existe uma bije¢io de A em P(A).

Prova.

1. f: A— P(A) dada por f(a) = {a} é uma injecao.

2. Suponhamos que existe uma tal bijecao, digamos, f. Considere-se o con-
junto B = {z € A:xz ¢ f(z))}. Obviamente B € P(A) e, como [ é
bijectiva, B é imagem de algum elemento de A, digamos B = f(b). Ora,
deve ser b€ Boub ¢ B.

- Se b € B, pela definicao de B, b ¢ f(b).

- Se b ¢ B, pela definicao de B, b € B.
A suposicao da existéncia de uma bijecdo f conduz a uma contradicio.
Concluimos que nao existe bije¢ao de a em P(A).

O

O teorema implica que hé conjuntos com tamanhos arbitrariamente grandes.

Subindices. Um estilo de notagdo amplamente utilizado é aquele que usa
subindices e, possivelmente, superindices.

Dado um conjunto A, adota-se um conjunto I e uma funcao de f de I em A.
Cada elemento de A estd indicado através de f por um elemento de ¢ € I por
f(@). Em lugar de escrever f(i) escreve-se A;, com énfase no elemento mais do
que na funcdo. Esta modalidade oferece bastante flexibilidade notacional. Por
exemplo, se A é um conjunto com n elementos, podemos usar I = {1,...,n} para
expressar A por A ={A;,...,A,} oupor A={A;:1€ I}

A reuniao de A pode ser expressada por U, A;oulU;cr A;.

Em geral, pode-se adotar qualquer conjunto de indices I e conceber uma
funcdo com dominio I e contradominio A. Mas deve-se ter em conta que pode
haver elementos que aparecem mencionados mais de uma vez se essa funcao nao
for biunivoca.

Observe-se que escrever A = {A;,..., A,} constitui um abuso da linguagem
pois, aqui, A aparece simultaneamente como funcao e como contradominio. Em
geral, esta pratica nao resulta em confusoes, mas vale a pena ter presente o
significado dos simbolos.

As expressoes R-sucessor e R-predecessor sao também usadas para sucessor
sequndo R e predecessor seqgundo R.
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Um tipo de relacao de especial importancia sao as relacoes bem-fundadas. Es-
tas constituem uma poderosa ferramenta para demonstrar que todos os elementos
de certos conjuntos tém uma certa propriedade e para definir fungoes e conjuntos.

Como ja observado, as férmulas sdo sequéncias de simbolos. Tema a se exa-
minar a seguir.

Sequéncias e énuplas. As férmulas sao sequéncias ou énuplas de simbolos.
Assim como foi definido um par (ordenado), podemos definir triplas, quadruplas,
etc. Quaisquer destes podem ser definidos como uma func¢ao com dominio em
N. Uma funcao com dominio em IN é chamada de sequéncia. Uma funcao com
dominio em n € IN, é uma sequéncia finita de comprimento n.

DEFINIGAO 18. Seja A um conjunto.

1. Uma sequéncia de elementos de A de comprimento n € uma funcao den
em A. E denotada por (ag, ..., an_1) ou por (ag, ..., Gn_1).

Uma 0 — upla de elementos de A € ().

Uma 1 — upla de elementos de A é um elemento de A, (a)

Uma 2 — upla de elementos de A é um elemento da forma {a,{a,b}}.
Uma (n+ 1) —upla de elementos de A é da forma ({ag, ..., 1), an).

Tal como estao definidos, énuplas e sequéncias sdo objetos diferentes, mas
como existe uma bijecao natural entre eles nao faremos disting¢ao entre ambos os
conceitos.

Relagoes bem-fundadas. Seja R uma relagao bindria, irreflexiva, sobre um
conjunto U # () e X um subconjunto de U. R € bem-fundada se todo subconjunto
nao vazio de U tem um elemento minimal.

DEFINIGAO 19. Seja RCU xU, X CU ea € X e R bem-fundada.

1. a é um dtomo de U (sequndo R) <= a é minimal em U.
2. At(U) = {a € U : é um dtomo}.

Se R é bem-fundada, nao existem sequéncias infinitas estritamente descen-
dentes de elementos de U; isto é, sequéncias da forma ..., xs, xo,x; tais que
... RxsRxoRxy com .1 # x,.

Se uma destas sequéncias existisse, entao o conjunto de todos os seus elemen-
tos {..., z3Rxo Rz} ndo teria um elemento minimal.

Observacgio A condicio de irreflexividade de R nao é essencial. E adotada
aqui para simplificar a notacao.



1. NOCOES BASICAS 19

Principio de inducgao sobre relagoes bem-fundadas. Neste contexto, o
Principio de Inducgao sobre relagoes bem-fundadas diz que se um subconjunto X
de U:

a) contém os dtomos de U e
b) qualquer elemento = de U cujos predecessores estao em X estda em X,

entao X = U. A segunda condigao significa que o fato dos predecessores de x
pertencerem a X obriga x a estar em X.

Tecnicamente: se x € U, entdo R~ '[z] € X — z € X. Ou, equivalente-
mente: se z € U, entao (Vy)(yRr — x € X).

A condigao R~ !z] C X é chamada de hipdtese inductiva. Esta seré referida
como HI. Observe-se que esta é uma condigcdio sobre os predecessores de x e ndo
sobre x.

TEOREMA 9 (Principio de Indugao sobre relagoes bem-fundadas 1). Sejam U
um conjunto, R irreflexiva e bem-fundada em U. Se

L. XCu,
2. AtC X e
3. Ve e U)(Rz] C X — z € X),

entdo X = U.

Prova. Suponha-se 1, 2 e 3. Suponhamos que X # U; entao U \ X # ().
Seja u um elemento minimal de U \ X, isto é, u € U Au ¢ X. Por 2, u ¢ At e
R(u) € At. (Sendo, por 3 u € X).

Da definigao de C, vem (Jy € U \ X)(yRu) , contradizendo a minimalidade
deuwem U\ X. O

Nota. A demostragdo anterior é um caso de demostragdo por reductio ad
absurdum ou simplesmente ad absurdum. Consiste em demostrar uma certa afir-
magao ¢ supondo que ela é falsa. Se a suposicao de falsidade conduz a um
absurdo ou contradicao, ¢ fica estabelecida como verdadeira.

Neste caso ¢ é X = U. A suposi¢ao —p conduz a existéncia de um v € U\ X
que simultaneamente é minimal e nao é minimal de U \ X.

Com frequéncia X é um conjunto caracterizado por uma propriedade ; em
tal caso o principio de inducao fica formulado em termos de ¢ em lugar de X.
Assim:

TEOREMA 10 (Principio de Indugao sobre relagdes bem-fundadas 2). Sejam
U um conjunto, R bem-fundada em U. Se

1. ¢ é uma propriedade de elementos de U,



1. NOCOES BASICAS 20

2. (Vo € At)p(z) e
R z])[p(y) — @()],

Y
3. (Ve eU)(Vy €
entio (Vx € U)(p(x))

Principio de recursao ou recorréncia sobre relagcoes bem-fundadas.
Também é chamado de Recorréncia.
No mesmo contexto de U com uma relagao bem-fundada R em U, considere:

- um conjunto S,
- uma funcdo g de Atem S, g: At — S e
- uma fungao h de P(S) em S.

O principio de recursio (também referida como recorréncia) sobre relacoes
bem-fundadas afirma que pode-se estender g a uma unica funcao f cujo dominio
é U e tal que para = ¢ At, f(x) é a imagem por h do conjunto de imagens por f
do conjunto de predecessores de x.

Passo a passo, o processo é como segue:

1. Tome-se um elemento x de U.

2. Se x € At, entao f(z) = g(x). Se nao:

3. procura-se o conjunto de R-predecessores de x: R [z]. Este ¢ um sub-
conjunto de U.

4. Forme-se o conjunto de f-imagens dos R-predecessores de x: f[R™![z]].
Este é um subconjunto de S, isto ¢, um elemento de P(S).

5. Finalmente, define-se f(z) = h(f[R* [z]]).

6. Resultado: f é uma funcao de U em S.

Isso fica formalizado no seguinte teorema, juntamente com a sua demonstra-
¢ao.

TEOREMA 11. Principio de Recursdao sobre relagoes bem-fundadas] Sejam U, S
conjuntos, R uma relagao bem-fundada em U. Se g : At — S e h: P(S) — S,
entao (3f)(f : U — S) tal que

f(x):{f(m):g(x), sexGAt.
F(e) = hIR ], sex ¢ At

Prova. (Indugio sobre R).

I. Existéncia de f. f esta definida sobre At e ha que demonstrar que
estd definida sobre todo U e, para isto, seja X = {z € U : Jy(y = f(x)}.
Demonstramos que X = U.

Estd claro que At C X. Sejax € U com z ¢ At e suponha-se que R™[z] C X,
(HI). Entao f[R™'[z]] C S, isto é, f[R™'] € P(S) e h(f[R'[z]]) € S.
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Consequentemente f(x) = h(f[R™'[z]]), isto é, x € X e, pelo Teorema de
Inducgao, X =U.

I1. Unicidade de f. Seja f’ tal que f'(z) = g(z) para x € At e, para = ¢ At,
f'(z) = h(f'[R7'[z]]). Obviamente f’(z) = f(z) para z € At. Se x ¢ At e por
hipétese f'(z) = f(z) para z € R™[z], (HI), entdo f'[R[x]] = f[R'[x]], isto
& fr=1r O

f/ g\
([ [ ]
gof

Ficura 1.1. Composicao de funcoes

Devido a uma aparente semelhanca entre eles é facil confundir os principios
de indugdo e recursao. Com efeito, em ambos casos se parte de um ou mais casos
base, e os casos seguintes sao obtidos a partir dos casos anteriores.

Ha uma transmissao, a partir da base, para casos posteriores.

No principio de indugao o que se transmite ¢ uma propriedade. No principio
de recursao se estende uma definicdo. O primeiro fornece um método de de-
monstra¢do: uma maneira de demonstrar que todos os elementos de U tém certa
propriedade. Isto se faz demonstrando que os atomos tem a propriedade e que
ela se transmite a elementos em niveis superiores até impregnar todo o U.

O segundo fornece um método de definicdo. Pode-se também pensar que é um
método de construcao de f, comecando com os valores iniciais de g e estendendo
o dominio de ¢ para niveis superiores utilizando os valores obtidos nos niveis
anteriores, até obter dom(f) = U.

Devido ao fato que o procedimento descrito produz uma fung¢ao tinica a partir
de At, g, h e R, é de fato um método de definicao, chamado defini¢io por recursao
ou recorréncia; e diz-se que f esta definida por recursao ou recorréncia sobre R.

Enquanto indugao é um método de demostracao, recursao ¢ um método de
definicao.

Embora sejam obviamente diferentes, estao intimamente ligados e podem ser
confundidos. Por exemplo, pode-se definir por recursao com base em certa relagao
bem-fundada R um certo conjunto C' no qual R induz uma relagdo bem-fundada
R’ a qual, por sua vez, pode ser utilizada para desenvolver argumentos por indu-
¢ao e por recursao em C.

Com alguma frequéncia se encontra na literatura expressoes como: demos-
tragio por indugdo sobre U em lugar de indugdo sobre R. Similarmente com
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recorréncia. Também se encontra a expressao de defini¢do por indugdo em lugar
de definimos por recursdo. Estas maneiras de falar sdo comuns e estao sanciona-
das pela tradi¢ao. Tratando-se de um curso para principiantes, convém conservar
aqui os significados originais dos conceitos, evitando confusdes.

A forma em que tém sido apresentados aqui os principios de inducao e re-
corréncia € apenas uma entre uma variedade de versoes. Na pratica podem ser
adotadas formas mais complexas e que habitualmente sao utilizadas sem maior
explicacao.

Pode acontecer que f ou h seja uma funcdo com mais de uma varavel, ou que
h seja uma fungao de S em S e ndo em P(S), oude S x S em S.

Nao necessariamente todos os subconjuntos de S devem tomam parte na
construcio de f, mas apenas aqueles da forma f[R (x)] para algum x € U.

Na pratica os dois principios sao aplicados contextualmente, sem maior ex-
plicacao acerca de quais sao os elementos envolvidos. Um exemplo sera dado a
seguir pelo fatorial de n, em que g é uma fungdo nao em P(S) mas em S e h é
uma func¢do de S em S e ndao em P(S); alids, f pode ser uma fun¢do com mais
de uma variavel.

Em cada caso h deverd adotar formas adequadas ao dominio que corresponda
a circunstancia. Em geral tais variagdes nao apresentam dificuldades uma vez
que os passos 1, 2 e 3, comuns a todos os casos, sao facilmente identificaveis.
As provas dadas acima para ambos principios se adaptam de maneira natural as
diferentes formas adotadas por eles. O essencial é:

1. que R seja bem-fundada no conjunto, em que se vai definir ou demonstrar,
2. que haja uma funcao cujo dominio e At e
3. que haja uma funcao h definida sobre sobre algum conjunto.

Na préatica os dois principios sao aplicados contextualmente, sem maior expli-
cagao acerca de quais sao os elementos envolvidos. Apresentamos, como exemplo,
a defini¢ao recursiva da conhecida fun¢ao factorial no conjunto IN de ntimeros na-
turais.

0l=1
nl=n-(n—1)!

Escrevendo f(n) em lugar de n!:

F0)=1
f(n)=n- fn—1)

De modo explicito, tem-se

-U=N.
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- At = {0}.
-g: At — Neg(0) =1
- 2Ry <= z =y + 1. (Uma fungao).

- §=N.
- h:NxN—N.
- Mz, y) =2y

- f(x) = h(z, f(R7H(z)) = h(z, f(z = 1)).

E consequentemente
ol=1
nl=n-(n—1)!

Escrevamos f(n) em lugar de n!:

Neste exemplo, tem-se:
-U=N.
-S=N
- mRn <= m=n+1, (R éuma fungdo).
At =0¢ g(0) = 1.
h:IN xIN — IN.
h(m,n) =m - n.
- R'Y(n)=n-1
- f(n) = h(n, f(R7(n))) = h(z, f(n = 1)) e,
- finalmente, f(n) =n- f(n —1).

As relagoes bem-fundadas estdo a acompanhar outros tipos de relagdo de
grande importancia: as relagoes de ordem parcial, ordem total e as boa ordem.

Relagoes de ordem parcial, ordem total e boa ordem.

DEFINIGAO 20. Seja R uma relagiao bindria sobre um conjunto U .

1. R € uma relagdo de ordem parcial se, e somente se,
a) R é refleziva,
b) R € antissimétrica, isto é, Vx,y € UlxRy NyRx — z =y| e
c) R € transitiva.
2. R ¢ uma relacao de ordem total se, e somente se
a) R € uma relagio de ordem parcial e
b) R € linear ou total, isto é, Vr,y e U(x € yUy € x).
3. R € uma relagdo de boa ordem se, e somente se,



1. NOCOES BASICAS 24

Atomos

FIGURA 1.2. Definicao por Recursao

a) R é uma relagio de ordem total e
b) R é bem-fundada.

Numeros Naturais. Esses sdo os familiares 0, 1, 2, 3, ... e sdo concebidos,
como conjuntos, do seguinte modo:
0=0.
1=0uU{0}.
2=1U{1} ={0,1}.

n+1 =nU{n}{0,1,...n}.
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Com essa definicdo, um nimero natural é igual ao conjunto dos seus prede-
cessores e um elemento de um natural é também subconjunto dele:

n={0,1,...,n—1}.
Assim, se m € n, entao n = {0,1,2,...m,...,n— 1} e, portanto,
men—m Cn.
Esta propriedade merece um nome.
DEFINIGAO 21 (Transitividade).
n € transitivo, denotado Transit(n), sse Vm(m € n — m C n).
O conjunto formado por todos os naturais é denotado por IN ou w.
N=w=1{0,1,2,3,..n,,n+1,...}.

As familiares rela¢oes de ordem ‘<’ e ‘<’ em w sao definidas por
l.n<m < necm.
2.n<m <= (nem)V(n=m).
Com frequéncia trocamos, indistintamente, € por < e vice-versa. Vamos
supor conhecimento prévio e familiaridade com as seguintes propriedades e fatos.

3. A relagdo < entre naturais tem as propriedades:

a) n<m-— n#m. (Estrita)
b) Para todo n,m, k:
c)ngn (Antirreflexiva)
d) (n<m)AN(m<k)—n<k. (Transitiva)
e) (n<m)V(m=mn)V(m<n). (Tricotomia)

f) < é bem-fundada.
4. < é uma ordem parcial:

a) n <n. (Reflexiva)
b) (n <m)A(m<n)— (n=m). (Antissimétrica)
c) (n<m)A(m<k)— (n<k). (Transitiva)
d) (n<m)V(m=mn)V(m<n). (Tricotomia)
e) < linearmente ordenada.

f) <ébem-fundada. Todo subconjunto nao vazio de N tem um primeiro

elemento ou elemento minimal.
g) < é uma boa ordem.

Algumas propriedades de IN que aqui interessam sao apresentadas no:

TEOREMA 12.
1. Un Cn.
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2. Un+1)=n.

3. 8en#0,n=UnU{Un}.

4. J0=0.

5 UN=N.

Prova.
I.melUn — m €k € nparaalgum n. Logo m Cn €n,em €n.
2. Por Teorema 1. 14, 15, com 1 (acima ) temos

Un+1)=UnuJ{n} =Unun=n.

3. Sen # 0, entao n = k + 1 para algum k. Temos

Un=Uk+1) =k, por 2,
donde {U{k + 1} = {k}. Com isto,

n=kU{k}={Jnu{n}
4. Porlexze ) — x € 0.
5. me UIN — m € n € N para algum n. Logo m Cn CINem e N.

DEFINIGAO 22 (Finito, Infinito).
1. A é finito <= In € N(A~n).
2. A € infinito <= A ndo € finito.

A definicao oficializa tanto a no¢ao quanto a pratica de contar com os naturais.

DEFINIGAO 23 (Contével ou enumeravel).

1. A € contavel ou enumerdvel: <— A~ IN.
2. Cont(A) <= A € contdvel.

A defini¢ao formaliza a nogao intuitiva de finitude e de infinitude. Um con-
junto que nao é equipolente a algum ntmero natural é infinito.

Examinamos, na continuagdao, uma variedade de propriedades de IN com re-
lacdo aos conceitos de ‘finito’ e ‘infinito’. Quase todas sdo intuitivas, faceis de
visualizar e satisfeitas por qualquer conjunto contével. Mas, antes, observe que ()
é finito, pois é equipolente com 0(= }). A bijegdo entre ambos é a fungao vazia.

Nosso primeiro teorema diz que um natural diferente de 0 nao é equipolente
a um subconjunto préprio dele.

A condigao ‘diferente de 0’ se deve ao fato que o vazio é vacuamente equipo-
lente a todos os seus subconjuntos proprios, uma vez que nao tem subconjuntos
proéprios. (cf. Raciocinando no vazio).



1. NOCOES BASICAS 27

TEOREMA 13.

1. (VneN(n#0—VX G n)-(n~= X).
2. VX[(X¢ finito) N (Y & X) — —(Y = X)].

Prova. Demonstramos 2. A prova de 1 é similar.

Demonstramos que um conjunto equipolente com um subconjunto préprio
deve ser infinito. A afirmacao é equivalente a dizer que se hd uma injecao de um
conjunto dentro de si préprio, entao ele deve ser infinito.

Seja A um conjunto e f: A — A uma injecao.
Hé um a € A tal que a ¢ f[A]. (*)
Afirmamos: Os elementos a, f(a), f?(a), ... sao diferentes dois a dois.

Com efeito, pode-se observar que f"(a) # a para todo o n € IN, (por (*)). Se
f¥(a) = f!(a) para certos k > [, entdo f*'(a) = a. Quer dizer que os f*(a)’s
com n € IN, sdo todos diferentes 2 a 2. Portanto A deve ser infinito. O

TEOREMA 14.
1. Va € N(N ~ \{a}).
2. (VX)[(X S IN)A (X € finito) — N~ (IN\ X)].
3. Cont(A) — (VX)[(X G A) A (X € finito) — Cont(A\ X)].

Prova. Demonstramos 1. O restante fica para o leitor. Note que a equipo-

léncia esta dada por
n sen <a
fln) = :

n+1 sen>a
Logo f:IN — IN\ {a} é bijetiva. O

TEOREMA 15.
1. (Va)[N ~ (N U {a})].
2. Cont(A) — Va[A ~ (AU {a})].
3. VX[(X € finito )N( X NN=0) — N~ (INU X)].
4. Cont(A) — VX[(X € finito)\ — Cont(AU X)].

Prova. Apresentamos as funcoes que estabelecem as equipoléncias. Note que
os itens 3. e 4. sao consequéncias dos anteriores.

. f:N— NU{a}, f(0)=ae f(n)=n+1.
N f(n):{n sen<a

n+1 sen>a
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3. Digamos que X tem n elementos, X = {xg,...,z,_1}. Definamos

Tk se k 0,1,2...
f(k')—{ ° b

C)k—n sek>n
4. Definamos f: IN — IN U X como segue:
f(z;) =i parai <mn.
f(k)=n+k para k € N

TEOREMA 16. (Vn € N)[=(IN = n)], ou seja , N € infinito.

Prova. Suponhamos que N ~ n para algum n € IN. Adotemos este n como o
menor natural com esta propriedade. Esse n deve ser tal que > 0 e > 1; digamos
n=1{0,1,...,n—1}. Entao N\ {0} ~ {1,2,...n— 1} ~{0, 1, 2, ...n-2}. Mas
IN'\ {0} ~ NN, contradizendo a minimalidade de n. O

TEOREMA 17.

1. (Ym,n € N)[(m <n — =(n~m).

2. SeneNlN, (VX Cn)(Fk <n)(X = k).

3. (Vne N)(VX G n)-(n~= X).

4. YX[X(€ finito) N (Y G X) — (Y = X)].

5. Cont(A) = [(VX C A)(X € finito) AN (Y G X) — (Y = X)].

Prova.

1. Suponhamos que existe um n tal que para algum m < n, m =~ n. Seja
este o menor natural com esta propriedade. Logo, existe uma bijecao f
entre m e n. Retiremos desta bije¢do o ultimo par (m — 1,n —1). A
fungao que resulta f(\{(n —1,m — 1)} é uma bije¢do de n — 1 em m — 1,
contradizendo a minimalidade de n.

2. X C n estd bem ordenado pela ordem em n. Assim, X = {zq,...,z;}
para algum k. Logo, X ~ k + 1.

Os itens 3, 4 e 5 sdo consequéncias de 1 e 2. 0

TEOREMA 18.
1. Seja a € IN (fixo). Entao N = {n+a:n e IN}.
a) Em particular, para a =1, N~{n+1:ne N} ={1,2,3,...... }.
2. O conjunto de nimeros pares é equipolente a IN.
3. O conjunto de niumeros impares € equipolente a IN.

Prova. Para cada caso exibimos uma funcao biunivoca f que estabelece a
equipoléncia.
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l. f:N— {n+a:ne€N}, com f(n)=n+a.
2. f:N—{2n:n € N}, com f(n) =2n.
3. frIN—{2n+1:n e N}, com f(n) =2n+ 1.

O
Estaremos interessados em determinar o nimero de féormulas de uma lingua-
gem formal contavel.
Os teoremas seguintes estao orientados para esse fim.

TEOREMA 19.

1. N x N~ IN.
2. O produto cartesiano de contdveis é contavel. IN x IN ~ IN.

Prova.

1. Cada natural n tem uma expressdo unica da forma n = 2/(2% + 1), com
7,k € IN. Esta expressao prové a requerida bijecao.
2. Consequéncia de 1.

TEOREMA 20. A unido de um numero finito de conjuntos finitos € finita.

Prova.

Caso 1.
A interseccao de dois conjuntos diferentes é vazia.
Inducao sobre o niimero n de conjuntos.
Paran =0,1,2, é trivial: Se A; =i1e Ay~ j, AU Ay =i+ 7.
Suposto valido para n,

i=n-+1 =n

i=1

A finitude da uniao segue do caso n = 2.
Caso 2.

Se ha interseccoes nao vazias, podemos separar a uniao em partes que
nao intersectam do modo que se mostra, neste exemplo, para n = 4.
Temos os conjuntos A, Ay, Ag, Ay.
Formamos A; U (Ay\ A1) U (A3 \ (A1 U Ay)) U (Ag\ (A1 U AU Ay)).
E claro que os elementos desta unido nao intersectam e que ¢ igual a
AT UA U A3 U Ay
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O caso geral para qualquer nimero de conjuntos esta definido recur-
sivamente por
n+1

U = A U (Ay\ A1) U (A3 \ (A UAy)) U+

n=1
U (A \(AJUAs---UA,)

Tendo aqui uma unido de conjuntos que nao intersectam, aplicamos
o Caso 1 aos componentes da uniao.

O
O préximo teorema estabelece que um conjunto é finito se, e somente se, é
limitado superiormente.

TEOREMA 21. Se B C IN, entdo

(3N € N)(Vz € B)(N > z)) <= (In € N)(X ~n).

Prova.

Da direita para a esquerda, nao ha nada para demonstrar.

Para o outro sentido, seja N € IN o primeiro elemento de IN tal que para todo
ox € B tem-se N > x. Para demonstrar que hA um n € IN tal que B = n,
simplesmente contamos os elementos de B em ordem crescente, e o niumero a
seguir sera o pretendido n.

Isto é trivial, mas em rigor é preciso definir por recursao uma fungao definida
em IN. Esta funcao atribuird em ordem crescente um natural a cada elemento
de B. A contagem terminara ao chegar ao primeiro elemento N de IN que nao
estd em B. Apo0s terminar a contagem, manter-se-a constante para o resto de IN.
Com esta ideia, definamos f : IN — B por:

f(0) = o 12 elemento x de IN tal que x € X e

01°z € Btal que z > f(n), se f(k) <N

f(n—i—l):{

N, se f(n) >N
Claramente:
fé bijectiva,
{k:f(k)< N}eNe
n={k: f(k) <N}
é o niamero n procurado. [l

Intuitivamente, é claro que um subconjunto de IN deve ser finito ou contavel,
assunto tratado no
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TEOREMA 22.
1. VB C N[(B ¢ finito) V (B ~ IN)].
2. Cont(A) = VB C A[(B € finito) V (B ~ A)].

Prova.

1. Seja B C N e suponhamos que B nao ¢ finito. Entdao B nao é limitado
superiormente e para cada elemento x € B existe um y € B com y > x. Isso quer
dizer que a contagem nao para nesse N. Sendo assim, definamos por recorréncia
a funcao g : N — X:

g(0) = o 1° elemento z de B.

gin+1)=01°z € X tal que z > g(n).

Em resumo —(B é finito) = (B ~ N).

2. Se A é contavel, é equipolente a IN. Um subconjunto de A é a imagem de
um subconjunto B de IN. Por 1, B ¢é finito ou contavel. Portanto a sua imagem
por uma fungdo biunivoca é finita ou contéavel. O

Um conjunto infinito A pode ser do tamanho de IN ou pode ser maior. O se-
guinte teorema diz que para nao exceder o tamanho de IN é necessario e suficiente
que haja uma epijecao de IN sobre A. Este teorema é uma ferramenta ttil para
estabelecer resultados posteriores, como se vera.

TEOREMA 23.
Cont(A) < (A éinfinito) NIf[(f : N — A) A (f € epijetiva)].

Prova.

Para a parte = nao ha nada para demonstrar.

Para a parte <= seja f : N — A, epijetiva.
Pela escolha de f, todo elemento de A é imagem de um elemento de IN.
Definamos g : A — IN do seguinte modo: para cada y € A, seja g(y) =
o 19 elemento de N tal que f(z) =y.
Claramente g é injetiva e g[A] C IN.
Pelo teorema anterior, g[A] é contével.
Pela bijectividade de g em g[A], A é contavel.

TEOREMA 24. A unido de dois conjuntos contdveis é contdvel.

Prova. Sejam A e B contéveis, A~ IN e B ~ IN.

Casol. ANB=10
Ax={2n:neN}e B~ {2n+1:n € N}. Ou seja, ha bijecgoes:
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f:{2n:nelN} — Ae
g:{2n+1:ne N} — B.
Definimos h:]N(—>AUB assim:
f(n), sen épar.
h(n) = :

g(n), sen éimpar.

Claramente, h é biunivoca, o que mostra a afirmacao.
Caso 2. ANB # 0.
Sabemos AUB = (A\B)U(ANB)U(B\A).
Caso 2.a) Cont(A\ B) A Cont(AN B) A Cont(B\ A).
Nesse caso, A\ B~ {3k : k € N}.
Logo, ha bijecao f: A\ B — {3k : k € IN}.
ANB~{3k+1:keN}.
Logo, ha bijecao g: AN B — {3k+1: ke IN}.
B\ A~ {3k+2: ke N}
Logo, hé bije¢ao h: B\ A — {3k +2: k € N}.
Definamos
g(x) sexe A\ B
f(x) =< h(zr) sexec ANDB
i(r) sexe€inB\A

Claramente f é uma bijecao, demonstrando a afirmacao do
teorema.
Ha outros casos como, por exemplo,
Caso 2.b) A\ B ¢é finito, AN B é contavel e B\ A é contével, etc.
Esses casos sao tratados aplicando teoremas anteriores.

TEOREMA 25. A unido contdvel de contdveis é contdvel. (isto é, a reunido
dum nimero contdvel de conjuntos contdveis é contdvel).

Prova.

Seja A um conjunto contével de conjuntos contaveis, A = {A,, : n € IN}. Ob-
servar que para cada n, A, ~ N ~ {(n,z) : * € IN} e isso pode ser visualizado
por meio deste quadro:
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{(0,0), (0,1),(0,2),...... Y~ Ay)
{(1,0),(1,1), (1,2),...... Y Ay)
{(2,0),(2,1),(2,2),...... M Ay)

O quadro mostra que A~ N x N e que JA ~ NN.
Formemos o conjunto A = {A; x {4;} : i € N} e para visualizar a situagao
vejamos em como estd formada a parte de A para n = 2:

Ag = {CLQQ, agy1,0a22,0923 ... ... }

A2 X {AZ} - {<(120,A27 >7 <CL21,A2,>, <a227A27 >7 <CL23,A2,> """ }

Os conjuntos em A nao intersectam, pois os A,’s sdo diferentes entre si.
Mostramos que existe uma funcao sobrejetiva f : A — |J.A. Definamos
f:A— U A; por f({ank, An,)) = ang.

€N

Claramente f é uma func¢ao; com efeito,

f((anu An>) # f(<amjv Am)) — <ani7 An>) # <amjv Am>

pois, se f({ani, An)) = ani € f({@m;, An)) = G s@0 diferentes, entao a,; # apm;-.
Note-se que se os A;’s nao intersectam, f é biunivoca. E, se houver A;’s que
intersectam como, por exemplo, AyNAs # () com azg = asz, entdao f({ag, As,)) =

f({as7, As, ).
Logo, A é contavel. O

Ntmeros ordinais

Viramos agora a atencdo para um conceito que generaliza aquele de niimero
natural.
Um nuimero ordinal é um conjunto provido da relagdo de pertencimento que

(i) E bem fundado com €, isto é, todo subconjunto nio vazio tem um ele-
mento minimal.
(ii) E transitivo, ou seja, todo elemento dele é um subconjunto dele.
(iii) Satisfaz a lei de tricotomia para €.

Formalmente:

DEFINIGAO 24. Um conjunto x é um nimero ordinal, Ord(x), sse
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1. VyCa)ly#0 — Ja(Vz € y)(z & a)].
2. Yy ezxllyex) — (y Ca)], (Trans(x)).
3. (Vu,v € z)[(u € v)V(u=2)V (veEu). (Tricotomia)

E costume usar letras gregas mindsculas «, 38,7, .... como varidveis para or-
dinais. Com esta convengao, Vap(«a) significa Vo (Ord(z) — ¢(x)) e Jap(a)
significa Jz[Ord(z) A ¢(z)].

Estudaremos dos nimeros ordinais as propriedades que nos interessam. Apéds
as propriedades de nimeros naturais e w, é imediato que todo ntimero natural é
um ordinal, e que w é um nimero ordinal.

TEOREMA 26. (Vx € w)[Ord(z)] e Ord(w).
TEOREMA 27. a ¢ «.

Prova. Suponha-se que « € . Entao {a} C «. Essa suposigao implica que
{a} é um subconjunto de & que ndo tem elemento minimal, contrario 4 condi¢ao
2 da definicao de ordinal. 0

TEOREMA 28.

1. p é minimal em x C o se e s6 seVy € x(y =)V (1 € y).
2. Um elemento minimal em x C « € Unico.

3. (x € bem fundado) N (0 #y C x) — (y € bem fundado).
4. 0#y Ca— (y é bem fundado).

Prova.

1. Trivial.

2. Se p e y/ sdo ambos minimais, entao pu € p’ contradiz a minimalidade de
/

.

3. Seja 0 # z C y. Logo z C x e portanto existe u € z tal que para todo
v € x,v ¢ u. A fortiori, para todo v € y, v & u, isto é, v é minimal em y
e todo subconjunto # ) de y tem um elemento minimal.

4. Imediato, por 3.

O

Na lei de tricotomia cada uma das trés possibilidades exclui as outras duas.

TEOREMA 29.

l.Lxeu—zx#uNud¢um.
2.x=u—zx¢uhu¢zx.
ucer—zxF#ulx ¢ u.
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Prova. Se (z € u) A (x = u), entdo o conjunto {x,u} nido tem elemento
minimal, em contradicdo com a condi¢do 2. na definicao de ordinal. A prova
para as demais clausulas é semelhante a essa. 0

TEOREMA 30. p € minimal em x <= (€ x) AVz € x(z # u — p € 2).

Prova. Por tricotomia, tem-se que:

p é minimal em ¢ <= (€ x)AVz € z[z ¢

— (pex)ANVzez[(z=p)V(ue =z
= (nex)AVzea|(z#p) — (1€ 2)]
0
TEOREMA 3l. a € f ey — a €.
Prova. a € f € v — a €  C . Portanto a € 7. O

TEOREMA 32. Ja C a.

Prova. Seja x € Ja. Existe y tal que x € y € a. A transitividade de «
implica que y C «. Daqui, = € a. O

TEOREMA 33. ~3f[a € § € (aU{a})].

Prova. Suponhamos que 35[a € 8 € (a U {a})]. Assim, como 5 € a U {a},
tem-se (5 € a) V (f = a).
- Se f € a, entao «a € a.
- Se f = «, entao « € a.
Ambos casos conduzem a contradicao. 0
O proximo teorema afirma que todos os elementos de um ordinal sao também
ordinais.

TEOREMA 34. Vx € a[Ord(x)].

Prova. Seja z € a (a)
Devemos demonstrar que x cumpre com as trés condi¢oes que definem um
ordinal.

1. Claramente, x é bem fundado.
2. ComoVz,u€af(zreu)V(r=u)V(uer) —Vr,uczf(zecu)V(r=
u) V (u € z)], claramente x satisfaz a lei de tricotomia.
3. Resta mostrar que x é transitivo. Isto é, que z € x — 2 C x.
- Sejam pois u € z € z. (b)
- De (a) e Trans(a), vem x C a.
- Isso, com (b), d4 z € a, o qual, com Trans(a) da z C a.
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- Isto, com a parte u € z de (b) dd u € a.

- Ora, por tricotomia, (x € u) V (z =u) V (u € z).

- z € ureunido com (b) dd x € u € z € x, 0 que mostra que o conjunto
{z,u, 2z} ndo tem elemento minimal. Isto elimina a possibilidade
T EU.

- = u reunido com (b) dd u = z € z € z, mostrando que o conjunto
{u,z,z} nao tem elemento minimal. Isto elimina a possibilidade
u = x. Portanto, a Unica alternativa factivel é u € x.

Resumindo, v € z € v — u € x, mostrando que Trans(z).

O sucessor de um ordinal é também um ordinal.

TEOREMA 35.
1. Ord(aU{a}).
2. U(aU{a}) = a.

Prova.

1. Demonstramos que o U {a} é bem fundado. Seja ) # x C a U {a}.

- Se x C a, entao x tem elemento minimal.

- Se z = {a}r tem o como elemento minimal.

-SerxNa#0eacu, seja o elemento minimal de z em z N a.

Afirmamos que g é minimal em a U {a}.

- Se ndo, seja ¢/ minimal em o U {a}.

- Entao y/ € . Como i € o, pf € . Também ' € x, assim y/ € zNa,
logo ¢/ é minimal em = N «, com o qual ¢/ = p e g é minimal em
aU{a}.

- Claramente o U {a} satisfaz a lei da tricotomia.

Falta ver que oo U {a}, é transitivo. Seja x € a U {a}.

-Sex=a,xCa.

-Sez €,z Ca. (Pois a é transitivo).

2. UlaUu{a}) =UauUlU{a} =UaUa=q, pois Ua C a.

TEOREMA 36. Ord(U «).

Prova.

- Mostramos que J « é bem fundado.
Seja ) # x C Ua.
Como U Ca, z Ca.

z tem um elemento minimal em «.
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Logo x tem um elemento minimal em | a.

- A lei de tricotomia é transmitida diretamente de |J « para a.

- Demonstramos que |J « é transitivo; isto é, que x € Ja — = C Ja.
Seja u € x. Queremos u € |Ja.

Com efeito, seja u € x. (*)
Existe y tal que x € y € a.
Daqui, z € y C a.
Donde z € a.
Com (*) isto d& u € z € a, o que significa que u € J a.
Resumindo, |J « satisfaz as trés condi¢oes que definem um ordinal.
O

Um conjunto de ordinais nao é necessariamente um ordinal, mas o é se o
conjunto ¢ transitivo.

TEOREMA 37. (y C a) A Transit(y) — Ord(y).

Prova. Suponhamos o antecedente.
- Seja ) #x Cy
Entao 0 # z C a.
Por ser um subconjunto de um conjunto bem fundado, x tem ele-
mento minimal.
- Sejam u,v € y.
Entao u,v € a.

« satisfaz a lei de tricotomia, portanto y também a satisfaz.
- Transit(y) por hipotese.

Assim Ord(y). O

Um subconjunto préprio e transitivo de um ordinal é elemento deste ordinal.
TEOREMA 38. y & a A Transit(y) — y € a.

Prova.
Suposto o antecedente, temos (a\y # 0) A (a\ y C «).
Seja v o minimal de o \ y.
Entao (v € a) A (v ¢ y) (*)
Afirmamos: v = y. Disso, obter-se-a4 y € a como requerido.
Seja = € v. Isto, com (*) d& = € a.
Pela minimalidade de v em ao\ y = ¢ o \ .

Isto equivale a (z ¢ ) V (x € y).
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Logo v C y. Também v C y. (**)
Seja agora x € y Queremos x € v.

Comoy C a, x € a.

Tem-se, também, que v € a.

Logo (vez)V (v=2x)V (x €v).

Se v € x, por (**), v € y, 0 que contradiz v € o'\ y.

Sev=u, (r€a)A(x¢y), oque contradiz (**).

Concluimos x € v, como qual y Cv ey =w.

Como v € «, y € a, completando a demonstracao.

A interseccao de ordinais é um ordinal.
TEOREMA 39. Ord(an p).

Prova. Demonstramos que a intersec¢ao satisfaz as trés condigoes que defi-
nem um numero ordinal.

- «a é bem-fundado.

Como aN B C a, an f é bem-fundado.
- Sejam u,v € N f,

u,v € .

« satisfaz a lei de tricotomia.

Portanto o N 3 satisfaz a lei de tricotomia.
-Sejareanpfexe€a Logox Ca.
x € 3, portanto x C f3.

Logoz Caex C B Assimx Canp.

TEOREMA 40.

1. (anf=a)V(aNpea).
2. (anp=p)V(anpep).
Prova.

L. Tem-se que (e N B & a) A Transit(a N ) — aN B € a. Portanto,
(anpf=a)V(aNpea).
2. Semelhante ao caso anterior.

TEOREMA 41. Yy € zOrd(y) — x € bem fundado.
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Prova. Seja () # u C x. Mostramos que u tem elemento minimal.
Seja o € u. Considere-se o N .
Como aNu C a, aNu é bem fundado.
Se aNu =10, a, entao ¢ minimal em wu.
Se aNu # ), entdo o N u tem um elemento minimal .
1 € um elemento minimal de v em a N w.
Também p é um elemento minimal de u. Se ndo, seja ' € wu tal que
1w E u € u.
Entao ¢/ € «, contradizendo a escolha de .
O

TEOREMA 42. Todo conjunto ndao vazio de ordinais tem um elemento mini-

mal.

Prova. Seja A um conjunto ndo vazio de ordinais.
Sejay€ Ae B={a € A:a€~v}. Obviamente B C ~.
Se B =), v ¢ minimal em A.

Se B # (), como v é bem fundado, assim o ¢ B.
Portanto B tem um elemento minimal y € B.
Afirmamos que p é minimal em A.

Se nao, seja 0 € A tal que J € p.

Entao 6 € p € 7. Daqui ¢ € .

Logo 0 € B, o que contradiz a minimalidade de y em B.

Logo, i é minimal em A.
O

Os ordinais respondem a lei de tricotomia. Observa-se que isso nao é o mesmo
que afirmar que a lei de tricotomia seja valida dentro de um ordinal.

TEOREMA 43. (a € B)V (a =)V (B € a).

Prova. Considere-se o conjunto {«, 5}.

Se o # f3, entdo {«, 5} tem um elemento minimal.

Este deve ser a, ou deve ser 5. No primeiro caso a € 5. No segundo caso,

b€ a.

Logo (e € B) V(= B) V(B € a).

0
O teorema a seguir mostra que a reuniao de um conjunto de ordinais é um
ordinal.
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TEOREMA 44. (Vy € 2)Ord(y) — Ord(Uxz).

Prova. Suponhamos (Vy € z)Ord(y).

- Veremos que Jx, é bem fundado.
Primeiro, observe-se que |J z é um conjunto de ordinais. Com efeito,
seja v € Jx.
Entao para certo a v € @ € z. (x é um conjunto de ordinais).
Claramente Ord(v). Assim Jx é um conjunto de ordinais.

Daqui, Uz ¢ bem fundado.
- Sejam u,v € Jz. Pelo dito acima, Ord(u) A Ord(v), portanto a lei de
tricotomia vale em | z.
- Uz é transitivo. Seja v € |Jx; demonstramos que v C |Jx.
Seja u € v.

Entao u € v € a € x, para certo .
Daqui, u € v C « € z, para certo a.
Donde u € a € x, para certo a.
O que significa que v € Jx e que v C Jz.
0

O proximo teorema tem especial importancia como se vera na parte da Com-
pletude da Loégica de Primeira Ordem.

TEOREMA 45. [a = Ua} Vv [a =UaU{U oz}}

Prova. Suponhamos a # Ja. Demonstramos a = Ja U {Ua}.
Sabemos que Ja C «a e que Ord(UJ «).
Logo Ua € a.
Donde Ja U {Ua} C a.
Para demonstrar a inclusao no sentido contrario, seja é € a.
Suponhamos § ¢ Ua U {Ua}.
Isto é (0 ¢ Ua) A (0 # Ua). (*)
Por tricotomia, |Ja € 9.
Como 6 € a, d C Ja.
Por outro lado, de U« € ¢ infere-se Ja C 9.
Daqui 0 = Ua.
Isto contradiz § # Ja em (*).
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O teorema mostra as duas formas que pode adotar um ordinal: a primeira
chama-se de limite; a segunda, a de sucessor com a qual ja estamos familiarizados.
Observe-se que a forma de um ordinal sucessor nao é outra coisa do que o sucessor
do seu antecessor, como se pode apreciar por exemplo em 7 = 6U{6}. E facil ver

)
que um ordinal « é limite sse para todo 8 € a tem-se U {f} € a. E habitual
escrever “<” em lugar de “€” e Lim(«) para “a é limite”.

DEFINIGAO 25. Lim(a) <= Vp € a(fU{B}) € a.

H4 diferentes maneiras equivalentes de conceber ordinais limite. Estas, faceis
de demonstrar, estao dadas no

TEOREMA 46. As quatro sequintes expressoes sdo equivalentes.
1. Lim(«).
2. (VB e )3y ca)Ben).
3. VB ea(fU{B}) € a.
4. a CJa.

Prova. Exercicio. 0
Ha versoes especificas dos principios de inducao e recursao para ordinais.

Principio de Inducao para ordinais. .
Sejam k um ordinal e ¢ uma férmula de primeira ordem.
Se
a) o é satisfeita por (),
b) toda vez que é satisfeita por um ordinal (sucessor), é satisfeita pelo seu
SuCessor e
¢) dado um ordinal limite, se é satisfeita por todos os seus antecessores é
também satisfeita pelo mencionado ordinal limite,
entao
d) ¢ é satisfeita por todos os ordinais menores do que .

Em simbolos:

(D) AValp(a = BU{B}) — ((B) — p(a))]A
AVB[Lim(B) A (Vy < B)e(y) — ¢(B))] — (Va € k)p(a)

Principio de recorréncia para ordinais.
Se

a) x um ordinal e S um conjunto,

b) g(0) = s, para certo s € S e
¢) h:P(S) — S,
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entdo existe uma unica funcdo f : kK — S tal que
- se a =), entdo f(0) = g(),
- se o= BU{B}, entdo f(a) = h(f(B)) e
- se «v é limite, entdo f(a) = f(Ua) =h({f(B): B < a}).

Nao usaremos aqui o Principio de Inducao. O Principio de Recorréncia sera
utilizado na parte da Completude da Logica de Primeira Ordem, especificamente
na “henkinsacao” de uma teoria.

A restricdo a um ordinal k£ tem a ver com a aplicacdo especifica que faremos
do Principio de Recorréncia. Ambos principios podem ser estendidos a todos os
ordinais, mas em tal caso estamos a tratar com a classe prépria dos ordinais,
assunto que esta para além do que nos interessa aqui.

Na discussao que estd a seguir vamos tonar preciso o resultado conhecido
como Teorema de Cantor.

O teorema de Cantor afirma que o tamanho da poténcia de um conjunto A
é estritamente maior do que o de A. Escrevendo < para indicar “estritamente
maior do que”,

TEOREMA 47 (Cantor). A < P(A).

Prova.

1. A fungao P(A) definida por f(z) = {z} é injetiva e mostra que A 5 P(A).

2. Falta mostrar que A % P(A):
Suponha-se o contrario e seja g : A — P(A) uma bijecao.
Ponha-se B={a€ A:a ¢ g(a)}.
Se a € A, entao claramente a € B <= a ¢ g(a) (*)
Uma vez que g é bijectiva e B € P(A), B é imagem de algum a € A:
B =g(a).
Por (*),a€ B <= a ¢ g(a),istoé,a € B < a ¢ B.

Esta contradicao completa a demonstragao.

O

Para além de w. J4& vimos que o sucessor de um ordinal é também um
ordinal. Do facto de o sucessor de um ordinal ser também um ordinal, resulta
que os ordinais vao para além de w. Abreviando w U {w} por w + 1, etc:

E facil demonstrar que

TEOREMA 48. w ~ w + 1.
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Prova. A demonstracao segue as mesmas linhas da de IN ~ IN U a.

Definindo, paran > 2, w+n =w(n — 1) + 1, do teorema infere-se que
wHlrwt2~cw+3~..

Apo6s estes novos ordinais temos, ainda, w + w definido por
wtw=|J{w+n:new}

TEOREMA 49.

1. w+n
2. w+Hw

AW,
~w.

Definindo w+w+w = H{w+w+n :n € w} tem-se que w R wHw ~ w+w+w
e assim sucessivamente.

Estas operagoes com w continuam a produzir novos ordinais, maiores que,
mas equipolentes com, w.

Se pensarmos que uma funcao dos nimeros é medir o tamanho dos conjuntos,
nos perguntamos se héd nimeros apenas para conjuntos finitos ou contaveis.

Por uma parte, o Teorema de Cantor (ver no préximo Capitulo) diz que dado
um conjunto ha sempre conjuntos de tamanho estritamente maior do que ele. Por
outra parte, um resultado afirma que todo conjunto é equipolente a um ordinal.
Isto conduz a definir certos niimeros ordinais que nao sao equipolentes a nenhum
ordinal menor do que eles e que, portanto, sao estritamente maiores do que eles.
Definimos, assim, um nimero cardinal como um ordinal nao equipolente com
nenhum dos ordinais anteriores. Um nimero cardinal é também chamado de
ordinal inicial, devido ao fato que a partir dele comecam a surgir ordinais
equipolentes a ele.

Com esta defini¢do, resulta que os niimeros naturais e w sao nimeros cardi-
nais, mas nao w + n para n € w, nao w + w, e, como se poderd ver, ha muitos
outros. O primeiro cardinal apds w é denotado por Ny, o segundo por Ny e assim
sucessivamente. Dado um ordinal «, o a-ésimo cardinal é X,. w entra nessa lista
de cardinais como N.

Deste modo, surge a hierarquia dos niimeros transfinitos:

No, N, No, oo Ny o
Com esta notacao, a parte 2. do teorema anterior pode escrita como
Np + Ng =Ry

Contar os elementos de um conjunto é estabelecer uma bije¢do entre um
numero e o conjunto, e tal como com os naturais contamos o nimero de elementos
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de conjuntos finitos, com w podemos contar conjuntos equipolentes a ele, que
temos definido como ’contaveis’. Devido a equipoléncia entre w e alguns dos
ordinais maiores do que ele, o nimero de elementos de um conjunto contavel é
definido como o primeiro ordinal equipolente a ele. Este ordinal é w

Seguindo a mesma ideia podemos definir o niimero de elementos de um con-
junto qualquer como o primeiro ordinal equipolente a ele. Isto conduz a defini¢ao
de numero cardinal.

DEFINIGAO 26.
Card(x) <= [Ord(x) AY(y)(Ord(y) Ny € © — (y % z)]

Usando varidveis ordinais: Card(a) <= [VB(5 € a — % qa.

Card(a) 1é-se “a é cardinal'. Todos os naturais e w sdo nimeros cardinais.
w+ 1,w—+2,... ndo o sao. Quando o interesse é em se referir a w como um
numero cardinal, emprega-se o nome de Ng.

O teorema de Cantor diz que ha conjuntos infinitos de tamanho arbitraria-
mente grandes. Consequentemente, é de esperar que haja cardinais arbitraria-
mente grandes, dando lugar a uma hierarquia de cardinais transfinitos:

Ng é o primeiro cardinal infinito; g = w. N; é o primeiro ordinal estritamente
maior que Ny. Ny é o primeiro ordinal estritamente maior que N;, e assim por
diante.

Dado um ordinal «, N, é 0 a-ésimo cardinal transfinito.

Vamos precisar, no volume 2, de um resultado que é facil de captar intuiti-
vamente e que apresentamos aqui sem demonstragao por involver elementos da
teoria de cardinais, o que vai para além do pretendido neste livro.

TEOREMA 50. Se k ¢ qualquer cardinal infinito e A € um conjunto de cardi-
nalidade Kk, entao

1. para qualquer n € IN, tem-se que K" =~ K.
2. A~ A"

O teorema diz que o conjunto de sequéncias finitas de um conjunto A de
cardinalidade x tem cardinalidade &, isto é, Card(A™) = Card(A). No caso de
Card(A) = Np, tem-se que o conjunto de sequéncias finitas de elementos de A é
de cardinalidade ¥,.

Observe-se que simplesmente “definir” os N’s ndo faz com que eles existam.
Sua existéncia requer algumas preparacoes.
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Boa ordenagao, Axioma da Escolha e Lema de Zorn. Com a hierarquia
dos N’s esperamos estabelecer o niimero de elementos de qualquer conjunto A,
mas isto equivale a estabelecer que ha uma bijecdo entre A e algum ordinal que
por sua vez sera equipolente a algum N. Para estabelecer que ha essa bijecao ¢é
preciso que A esteja bem ordenado, ou que se possa bem ordené-lo - tdo bem
ordenado quanto o ordinal ao qual deve ser equipolente. Sem a bijecao nao ha
contagem. Mais, essa bijecao deve ser um isomorfismo. Que tal boa ordem sempre
pode ser obtida foi demonstrado por Zermelo no

TEOREMA 51 (Boa ordenagdo. Zermelo, 1904). Todo conjunto pode ser bem
ordenado. Em simbolos: (VX)(3R)[(R C X x X) A (R € uma boa ordem)].

Para demonstrar isso Zermelo formulou e adotou como axioma outro principio,
conhecido como Axioma de Escolha. Este afirma que dado qualquer conjunto A
de conjuntos nao vazios existe um novo conjunto que escolhe um elemento de
cada conjunto em A.

Em linguagem matematica, a frase ‘escolhe um elemento de cada conjunto de
A’ significa que ‘hd uma funcdo que a cada elemento y de A associa um elemento
do mesmo y’. Em simbolos:

Axioma da Escolha (Zermelo, 1904). (VX)[(Vy)(y € X — y # ) —
(3N[(f ¢ uma fungdo) A (Dom(f) = X) A (Vy € X)(f(y) € y].

E trivial que o Teorema de Zermelo implica o Axioma de Escolha, pois se os
conjuntos podem ser bem ordenados, basta definir f como a fun¢do que associa
a cada um deles o seu primeiro elemento. Por outra parte, demonstra-se que
o Axioma da Escolha implica o Teorema de Zermelo. Com isso, resulta que o
Teorema de Zermelo e o Axioma de Escolha sdo equivalentes.

O teorema de Cantor garante que sempre é possivel encontrar conjuntos de
maior tamanho do que um conjunto dado. O Axioma da Escolha garante que
todo conjunto é bem ordenado; isto implica que todo conjunto é equipotente a
um ordinal. Desses dois fatos se segue que ha ordinais de qualquer tamanho:
Dado um ordinal, sempre hé ordinais de tamanhos maiores. Gracas ao Axioma
da Escolha, a existéncia dos N’s fica estabelecida.

Intimamente relacionado com ambos ha um terceiro teorema conhecido como
Lema de Zorn, que se refere a conjuntos parcialmente ordenados. Ele sera usado
no estudo das propriedades dos sistemas logicos.

Lema de Zorn. Todo conjunto nao vazio, parcialmente ordenado, e no qual
toda a cadeia estd limitada superiormente, tem um elemento maximal.

O Lema de Zorn resulta ser equivalente ao Axioma de Escolha e também ao
Teorema de Boa Ordenacao.
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Axioma da Escolha <= T. de Boa Ordenacao <= Lema de Zorn

Estas equivaléncias sao apenas mencionadas aqui; para os efeitos deste curso,
basta uma compreensao do seu significado e importancia.

Ha versoes mais débeis do Axioma da Escolha, que sao implicadas por este
(mas nao o contrario). Dessas, nos interessa uma que serd utilizada mais a frente,
na parte de Calculo Proposicional. Trata-se do Axioma da Escolha Dependente.
O axioma consiste em obter escolhas numa sequéncia, de maneira que a escolha
em algum ponto da sequéncia depende de escolhas feitas previamente.

O Axioma da Escolha Dependente. Digamos que uma relacao binaria R
sobre um conjunto X é total, se (Vo € X)(Jy € U)(zRy).

TEOREMA 52 (Axioma da Escolha Dependente). Sejam X um conjunto nao
vazio, R C X x X tal que R € total. Entao existe uma sequéncia (T, )nen tal que
TpRTpyq.

Prova. Considere o conjunto {R[z] : x € X}. Este consiste dos conjuntos
R[z)'s (com z € X) nao vazios. Pelo Axioma da Escolha, existe uma fungao

fi{R[z] : z € X} — |J[{R[z] : z € X}], tal que f(R]z]) € R[x].
A ideia da prova é como segue.
1. Escolha-se um elemento de X. Este sera nosso x,.
2. Forme-se R[xy)].
3. Dentro de R|x,] encontre-se o elemento determinado pela fungao escolha,
f. Este sera nosso x;.
4. Com este x1, volta-se para 1. e aplica-se-se o passo 2.

Continue-se de este modo repetindo o ciclo 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, ...
Indo para as formalidades,

inicie com xy = .

Forme f(R[z]) = (f o R)[x]).

Forme, sucessivamente, (f o R)?[z],(f o R)3[z|,...,(f o R)"[z],....
Ponha-se x, = (f o R)"[x].

A sequéncia (x,)nen € a sequéncia requerida. O

Esquema Irrestrito de Compreensao (revisitado). O Paradoxo de
Russell. O principio de que uma propriedade permite formar o conjunto dos
elementos com essa propriedade tem sido até agora adotado e usado aqui devido
a que se apresenta ao entendimento de maneira razoavel e natural. Gracas a ele,
temos livremente construido ou feito referéncia a uma diversidade de conjuntos.
Porém, nao deve ser aplicado sem limitagoes, como mostram os exemplos a seguir.
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Observe-se que o universo dos ordinais satisfaz as condi¢oes de um ordinal.
Naturalmente esta situacao leva a pensar que o universo dos ordinais é ele proprio
um ordinal.

Seja ORD o universo dos ordinais, i.e, ORD = {z : Ord(z)}. A conjectura
de que ORD ¢ um ordinal equivale a ORD € ORD, colidindo com o Teorema
a ¢ a. Isto demonstra que o universo de todos os ordinais ndo é um ordinal: a
férmula Ord(x) nao define um conjunto. Quer dizer que o esquema irrestrito de
compreensao € ilegitimo e que é preciso estabelecer algum critério que limite o
campo de formulas que definem conjuntos.

TEOREMA 53. —3z[Vy(y € z) +— Ord(y)].

Prova. Apresentada acima. 0

O paradoxo de Russell.
Observe-se que se A = {x: p(z)}, entdo x € A <= p(x).
Em particular, temos A € A <= ¢(A).

Considere-se a formula = ¢ .

A={z:z ¢ )}
A equivaléncia anterior deve-se a A € A < A ¢ A.

Em palavras: seja A o conjunto dos conjuntos que nao se contém a Si proprios.
Entao A contem a si préprio se, e so se, A ndo contém a si proprio.

Com isto, aqui temos mais uma férmula que ndao gera um conjunto. Na
realidade, ela foi o primeiro exemplo de uma férmula que nao corresponde a um
conjunto.

Esta contradi¢ao é conhecida como o Paradoro de Russell, que a descobriu
examinando um sistema proposto por Fregue, o qual se propunha demonstrar que
toda a matematica se reduz a logica. O paradoxo mostrou que o sistema de Fregue
nao cumpria o seu objectivo. O paradoxo deu lugar & uma intensa atividade e
polémica na colectividade matematica, na qual diversas respostas ou teorias foram
propostas para resolver a contradi¢ao, e marcou um ponto importante na historia
da Matematica. O leitor interessado encontrarda uma vasta literatura onde o tema
é discutido. Para dar um exemplo, veja-se Fraenkel & Bar Hillel.

Versoes populares do Paradoxo de Russell.

1. Uma primeira versao é a dos indices dos indices, da qual damos aqui uma
versao modificada que se refere a livros em lugar de indices:
Em uma biblioteca hé livros de duas classes:
- Classe A: os livros que se mencionam a si préprios.
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- Classe B: os livros que nao se mencionam a si préprios.

O bibliotecario ficou encarregado de confeccionar um livro com um
registo de todos os livros da classe B e inclui-lo na biblioteca.

Terminado o livro, ao bibliotecario restava-lhe apenas decidir se este

se mencionaria a si proprio ou nao, confrontando-se com o seguinte
dilema:

- Se o livro ndo mencionava a si préprio, entao pertencia a classe

B; portando devia registar este fato e mencionar a si préprio.

- Se o livro mencionava a si préprio, entao aparecia no seu re-
gistro; portanto nao pertencia a classe B.

Por outras palavras, o livro pertence a classe B se, e s6 se, nao
pertence a classe B.
2. O proprio Russell deu uma versao popularizada do seu paradoxo definindo
um barbeiro como alguém que barbeia a todos aqueles que nao barbeiam
a si préprios e s6 a eles. Coloca-se a questao: um barbeiro barbeia a si
proprio ou nao? Aqui, a condigdo = ¢ x é substituida por B nao barbeia
a B.
3. Uma situacao semelhante se manifesta no paradozro do mentiroso: alguém
diz: “o que estou a dizer € falso”. Aqui, claramente, o que o mentiroso
diz é falso se e s6 se o que ele diz é verdadeiro.

Uma conclusao que se obtém destes exemplos é que nem todas as formulas dao
origem a um conjunto. Ha férmulas que devem ser evitadas. O Axioma Irrestrito
de Compreensao, cada propriedade ¢ determina um conjunto; viz., o conjunto
{z : p(x)} deve ser limitado & classe das férmulas que determinam conjuntos.
Este tema sera abordado com mais detalhe no Capitulo 3.

Até aqui temos os resultados preliminares. O proximo capitulo tratard do
Célculo Proposicional.



CAPiTULO 2

Calculo Proposicional

Neste capitulo é apresentado um tratamento formal da légica das proposigoes
ou sentencas: o que normalmente entendemos por afirmagoes ou declaragoes que
dizem que algo ¢é de certa maneira ou que tem certa propriedade. Num tratamento
formal, em primeiro lugar, ha que se descrever a linguagem do sistema légico.
Logo, ha que se descrever como raciocinar dentro do sistema. Em nosso caso,
a maneira de raciocinar sera dada por regras de inferéncia. Estas prescrevem
como, a partir de certas proposigoes, chamadas premissas, se deriva uma outra
proposicao, chamada conclusao. Para que se tenha um ponto de partida neste
processo de derivagao sao adotadas certas proposicoes iniciais que chamamos
axiomas.

Até aqui, o sistema se apresenta como uma estrutura puramente simbodlica; um
simples jogo de caracteres, semelhante a um jogo de xadrez descrito, por exemplo,
em notagao algébrica, mas sem pecas e sem tabuleiro. Este é o aspecto sintactico
do sistema: um sistema de caracteres organizados, mas no momento desprovidos
de significado. Ora, o objectivo de uma linguagem ¢é falar acerca de algo. Para
tornar isto possivel é preciso atribuir significado as expressoes. Quando se chega
a este ponto as expressoes dizem algo acerca de alguma realidade. Agora as pecas
estao sobre o tabuleiro. Este é o aspecto seméantico da linguagem. O que foi dito
até aqui nao se limita ao campo da logica das proposi¢oes: descreve, em geral, os
aspectos essenciais de qualquer sistema formal.

Quando uma linguagem ¢é submetida a estudo ou desenvolvimento, é referida
como linguagem objecto. A linguagem utilizada para tal efeito é chamada meta-
linguagem. Temos assim dois niveis de linguagem, e é importante distinguir entre
ambos e saber dentro de qual nivel se estd a pensar. Com referéncia aos aspectos
sintactico e semantico dos sistemas, estes e as suas expressoes tém diversas pro-
priedades. Em particular, estaremos interessados na demonstrabilidade e verdade
de uma expressao. Uma expressao ¢ demonstravel se é possivel chegar a ela a
partir dos axiomas por meio das regras de inferéncia. Esta é uma propriedade
sintactica. A segunda, a verdade, é uma propriedade que pertence ao terreno da
semantica. Obviamente, elas sao expressadas na metalinguagem.

49
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O tema deste capitulo é o desenvolvimento detalhado dos conceitos vertidos
acima. A primeira parte é dedicada a provar que uma condicao suficiente para
uma expressao ser verdadeira é ser demonstravel. Isto é, que toda expressao
demonstravel é verdadeira. A segunda parte é dedicada a verificacdo que esta
condicao é também necessaria. Informal, mas sugestivamente, podemos exprimir
ambos resultados dizendo que tudo que é demonstravel é verdadeiro e que tudo o
verdadeiro é demonstravel. O primeiro constitui o chamado teorema de correcao;
o segundo, o teorema de completude do Calculo Proposicional. Deste modo, re-
sulta que no dominio das proposigoes, verdade e demonstrabilidade sao conceitos
equivalentes.

Sintaxe

Esta parte trata do sistema l6gico como um sistema formal de simbolos pu-
ros, formado por entidades concebidas in se e per se, totalmente desprovidas de
significado.

A Linguagem de ‘B. Os simbolos que compode a linguagem de 3 sao
(i) Variaveis proposicionais: p,q,r, s, p1, pa, -.-

(ii) Conectivos: = e V.

(iii) Parénteses: ( e ).

NortagAo 1. Var(P) =1{p, q, 7, s, t, p1, q1, ...}

A seguir definimos recursivamente, sobre os naturais, as expressoes gramati-
calmente corretas da linguagem de B. Estas expressoes sao chamadas de formulas
proposicionais ou, neste capitulo, simplesmente de formulas.

DEFINIGAO 27 (Férmulas de B).
1. Fy = Var(P).
2. Fhpn=F,U{-A:Ac F,}U{(AVB): A,BeF,}
3. Flas(B) = Upew F-

NOTACAO 2. Utilizaremos a, b, ¢, ay,as,... como varidveis sintdticas de
varidveis proposicionais, isto é, varidveis cujo dominio é Var(B). E utilizaremos
A, B, C, Ay, As, ... como varidveis sintdticas para nos referirmos as formulas,

isto €, varidveis cujo dominio é Flas(’B).

Segundo a defini¢ao, se A e B sdo férmulas, entdo (A V B) é uma férmula.
Com frequéncia omitiremos os parénteses em (AV B) e escrevemos simplesmente
AV B quando nao houver risco de ambiguidade. Como é habitual, as variaveis
estao destinadas a representar, ou ser substituidas por, individuos do universo no
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qual o sistema vai ser interpretado. As varidveis sao as férmulas mais simples da
linguagem.

A Loégica de B. Os aziomas sao todas as formulas da forma —A V A.

NOTACAO 3. Az(P) ={-AV A: Ac Flas(P)}.

As regras de inferéncia (primitivas) sao

A AV A AV (BVC) AvB —-AvVC
BV A A (AVB)VvC BvC
Expansao  Contragao Associativa Corte

DEFINIGAO 28 (Teoremas de B).
1. Tg = Az(pB).
2 Tpy = T, U {BVA:AeT,)
U {A:AVAeT,}
U {(AVB)VC:AV(BVC)eT,}
U {BVC:AVvBeT,e-AVvCeT,}.
3. Teor(B) = Uiew Tk-

NOTAGAO 4. F A denota que A € Teor(B). Em palavras, = A denota que A
¢ um teorema de .

Devido ao fato que este conceito, assim como outros, nao sao exclusivos de P
mas de qualquer sistema légico, por vezes € 1itil ou necessario mencionar o sistema
do qual se esta a tratar, especialmente se este nao resulta claro no contexto.

No caso de B3, a notacao acima torna-se mais explicita como segue:

PHEA: AcTeor(P).

“ap V p” é um teorema de ‘P,

““ = pV p” nao o é. De fato, “ —p V p” nem sequer é uma férmula de

Neste ponto cabe observar que, enquanto

B, mas é uma afirmacao acerca de “—pV p” e de P, que diz que em B a féormula
=p V p é demonstravel.

Expressoes que afirmam que algo acontece em 3 sao, a rigor, chamadas me-
taexpressoes. Se estas metaexpressoes afirmam algo verdadeiro entao, a rigor, sao
chamadas metateoremas. Porém, normalmente é facil pelo contexto nos aperce-
bermos se uma expressao pertence a linguagem objeto ou a metalinguagem e, em
tais casos, nao ¢é necessario explicitar a distin¢ao anterior.

Contudo, deve-se ter sempre presente a distingao entre os diferentes niveis de
linguagem.
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Com frequéncia serao utilizadas, na metalinguagem, a negacao, a conjuncao
e as quantificagoes existencial e universal da linguagem conversacional.

E conveniente introduzir as seguintes abreviaturas para a metalinguagem, o
que proporcionard uma escrita mais compacta: (as duas tltimas nao sao novas).

nao =
e &
Existe E
Para todo v
Implica -
Equivale —
DEFINIGAO 29 (Demonstragao, ou prova, em B). Seja Ay, ..., A, uma sequén-
cia de formulas de P. A sequéncia Ay, ..., A, € uma demonstracdo, ou prova,

(em B ), sse para cada i € {1,...,n}:
(i) A; € Az(P) ou
(ii) A; € inferido de uma ou mais formulas anteriores da sequéncia por meio
de uma das regras de inferéncia.

Diz-se de uma demonstragdo que esta € uma demonstracdo da sua ultima formula.

E facil ver que qualquer segmento inicial de uma demonstracio é, também,
uma demonstragao. Mais ainda, nao ¢ dificil demonstrar por inducao, da maneira
esquematizada na sequéncia, que os teoremas sao precisamente as formulas que
tém uma demonstracgao.

TEOREMA 54. = A <= Eziste uma prova de A.

Prova. Para (=) vé-se que todo axioma tem uma prova. Supondo que
toda formula em T}, tem uma prova, é facil estender esta prova para uma prova
de férmulas de Tj 1.

Para (<), observa-se que toda prova de comprimento 1 é a prova de um
axioma. Supondo que o ultimo elemento de uma prova de comprimento n é um
elemento de T', é facil ver que o ultimo elemento de uma prova de comprimento
n + 1 é também um elemento de T. O

Semantica

Esta parte atribui significado aos simbolos do sistema formal. Os objetos do
universo no qual o sistema 3 serd interpretado é constituido por proposigoes.
Estas proposicoes sao consideradas como entidades atomicas, nao suscetiveis de
serem separadas das suas partes constituintes, por exemplo sujeito e predicado.
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Desta maneira, o que se pode distinguir entre duas sentencas é que uma seja
verdadeira e a outra falsa. Se ambas sdo verdadeiras, ou ambas falsas, sdo consi-
deradas equivalentes e indistinguiveis no sistema. Estas consideragoes levam, de
maneira natural, a conceber o universo de interpretagao de 3 como consistindo
de dois objetos, V e F, verdade e falsidade. Estes sao chamados valores de ver-
dade, comodamente representados pelos niimeros 1 e 0, respectivamente. Assim,
nosso universo é, simplesmente, {0, 1}.
Comegamos por atribuir valores de verdade as variaveis proposicionais:

DEFINIGAO 30 (Valoragao). Uma valoragao (das variaveis de ) € uma fun-
cio f:Var(P) — {0,1}.

Assim, uma valoragao atribui a cada variavel um valor de verdade.

Uma vez dada uma interpretagao das varidveis proposicionais (isto é, uma va-
loragao), desejamos estender esta interpretacao a todas as formulas. Isto conduz a
consideragoes sobre duas novas operagoes em {0, 1} para estender a interpretagao
a féormulas mais complexas, nomeadamente a férmulas da forma —-A e AV B.

DEFINIGAO 31. As wvaloragoes * : {0,1} — {0,1} e v : {0,1} x {0,1} —
{0,1} sao definidas pelas sequintes tabelas:

* vi0
1 010
110 1|1

Uma valoragao induz, de maneira natural, uma funcao que atribui valores a
todas as féormulas de 3, o que pode ser descrito da seguinte maneira:

DEFINIGAO 32 (Valor de uma férmula para uma valoragao dada). Sejam f
uma valoragio e A uma formula. O valor de A por f € a fungdo

f: Flas(B) — {0,1}
definida como seque.

1. f(A) = f(A), para A € Var(R).
2 F(-A) = FA"
3. f(AV B) = f(A)Vf(B).

Quando nao houver lugar para ambiguidade, nao é preciso fazer a distingao
notacional entre estas duas nogoes e podemos escrever simplesmente f em lugar
de f.

E til representar os valores de uma férmula por meio de tabelas de verdade,
do modo a seguir (os valores de p V ¢ e de —p aparecem embaixo do simbolo do
conectivo):



SEMANTICA 54

p|Vig p|V| g
P 11111 111]01
01 11110 111110
1 0111 0/0]01
0/0]0 0]1]10
Para trés varidveis: pV (¢ V r)
plV|igVr
171111
1117110
1/1]011
171/000
Of1 (111
01110
01011
0/0{000

DEFINIGAO 33 (Tautologia, contingéncia, contradi¢do). Seja A uma formula
de 3.
1. A é uma tautologia sse f(A) =1 para toda valoragdo f.
2. A é uma contradicio sse f(A) = 0 para toda valoragio f.

3. A é uma contingéncia sse existem valoragoes f e g tais que f(A) =0 e
g(4) =1.

NOTAGAO 5. Taut(A) denota que A € tautologia.

O teorema a seguir estabelece que toda férmula demonstravel é verdadeira.
Mais adiante, ver-se-a4 que os conceitos de tautologia e teorema sao, de fato,
equivalentes.

TEOREMA 55 (Da validade, ou Teorema A). = A = Taut(A).

Prova. Por indugao sobre teoremas. Se A € Ty, entao A = =B V B para
certo B e, para toda valoracao f, tem-se
f(A) = J(=BVB)
(=B)Vf(B)
(B)*vf(B)

|
e By

Suponha que o teorema A é verdadeiro para todo C' € Ty e seja A € Tyyq1. Se
A € Ty, entdo nao ha nada para demonstrar. Suponha que A ¢ Ty, isto é,
A € Ty 1\Ty. Entao temos quatro casos:
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a) Ae {BvC:C €Ty} ou
b) Ae{B:BV BT} ou
c) Ae {(BVC)VD:BV(CVD)eT}ou
d) Ae{CVvD:BVvVCeT&BVDeTl}.

Seja f uma valoracao qualquer.

No caso a), A = BV C para certos B e C' com C € T}, e tem-se:
f4) = fBvC)

= f(B)Vf(C) (Def. de f).
= f(B)V1 (H.I).

= 1. (Def. de 7).
No caso b), A = B para certo B tal que BV B € T} e tem-se:
f(4) = f(B)

z(B)Vf(B) (Def. dey).

= f(BVB) (Def. de f).

=1 (H.I).
No caso ¢), A = (BVC)V D para certos B, C e D tais que BV(CV D) € Ty
e tem-se:

f(4) = Fl(BVC) VD
= [fBV(©)]vi(D

FB)WVF(C)| vF
(B)V [F(C)VF(D
(B)Vf(C'V D)
[BV (CV D)]

)
(D)
)

}

!
=/
f
1.

No caso d) queremos demonstrar que, se BV C € T, e “BV D € T,
entdo Taut(B V C)&Taut(-B V D) = Taut(C V D). Demonstraremos,
equivalentemente, que

STaut(C'V D) = [5Taut(B V C) ou =Taut(—~B V D)].

Suponha-se que “Taut(C'V D), isto é, existe valoragao f tal que f(C'VD) =
0. Mas f(C'v D)= f(C)Vf(D). Assim, f(C) = f(D) =0.
Ora, f(B) =0, ou f(B) =
- Se f(B) = 0, entao f(BVC) = f(B)Vf(C) =0v0 = 0 e, portanto,
STaut(BV C).
- Se f(B) = 1, entdao f(-B) = 0 e f(-BV D) = f(=B)Vf(D) =
F(B)*Vf(D) = 1*V0 = 0v0 = 0.
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Portanto, “Taut(—-BV D), isto é, “Taut(BV C) ou =Taut(-BV D), o que
completa a demonstracao do Teorema.

O

O teorema reciproco do teorema da validade é o teorema principal do presente

tratamento do calculo proposicional; na sua prova utilizaremos dez teoremas que
estao a seguir.

O Teorema de Completude do Calculo Proposicional

Devido ao fato que expressoes da forma A; V (As V (- V A,)) aparecerao
repetidamente, é 1til estabelecer a seguinte convencao sobre parénteses:

AVANV VA, =A V(A V(- VA)).

Se ¥ ¢é uma propriedade satisfeita por um ntmero finito de naturais, deno-
taremos por Vy(;) A; a disjungao dos A;’s, tais que U (i), na ordem crescente dos
subindices, com a convencao sobre parénteses adotada acima (cf. Teorema 63).

Sera inevitavel fazer alusao a sequéncias finitas de féormulas, pelo que sera
util estabelecer algumas convengoes em relacao a elas. Em geral, uma sequéncia
finita o de elementos de um conjunto X é uma func¢ao de um nimero natural n
em X.

oc:n— X, néo comprimento de o.

Lembramos que
0 = 0
1 = {0}7

n+1 = nU{n}.
Assim, por exemplo, 4 = {0, 1, 2, 3}

e, em geral: n = {0,...,n—1}.

Utilizaremos i, j, k, m e n, como varidveis com dominio nos nimeros naturais.

No contexto das sequéncias, é habitual fazer referéncia a imagem por o de
i € n por o; em lugar de o(i) e referir-se a o pela sua imagem em X:

o=1(00y.-y On_1).

Quando facilitar a leitura, faremos a contagem dos ;s a partir de 1 em lugar
de 0. Assim, escrevemos:

o= {(0o1,...,0,) em lugar de 0 = (0¢,...,0,-1) .

Escreveremos B ¢ (Ay, ..., A,) como abreviatura de B € Ran({Ai, ..., A,)).
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Note-se a diferenca entre € e €. A necessidade de considerar sequéncias de
formulas surge porque em expressoes da forma Ay V ---V A, devemos permitir
que haja férmulas repetidas.

Se A= (Ay,...,A,), entao definimos

\/A:{Al quando n =1
A VV(Ay ... A,) quandon # 1

O que se segue sao afirmagoes acerca de féormulas A, B,C,... que devem
ser entendidas como afirmacoes para quaisquer formulas A, B, C, ..., isto é, sdo

afirmagoes universalmente quantificadas em todas as suas varidveis. Os Teoremas
a seguir sdo regras que permitem derivar de certa(s) férmula(s) outra férmula,
pelo que tém a forma de regras de inferéncia; o que as diferencia das regras de
inferéncia primitivas é que estas sao regras de inferéncia derivadas.

TEOREMA 56 (Regra Comutativa).
FAVB = F BVA.
Prova.
(1) F AvB (Hipotese).

(2) F —-AVA (Axioma).
3) F BVA (Cortel, 2).

U
TEOREMA 57 (Dupla negagao).
FAVB=—F-—-AVB.
Prova.
(1) + AvVvB (Hipotese).
(2) F ——AV-A (Axioma).
(3) F —Av--A (Comutativa 2).
4 F Bv--A (Cortel, 3).
(5) F —==Av B (Comutativa 4).
U

Os teoremas 58, 60 e 69 proporcionam liberdade de associagao e reordenacao
das férmulas numa expressao.

TEOREMA 58 (Associatividade Esquerda-Direita).

FAVB)VC = FAV (BVC).

Prova.
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(AV B)Vv C (Hipétese).
CV (AV B) (Comutativa).
(CVvA)V B (Associativa).
BV (CVA) (
(BVC)VA (
(

AV (BVC)

Comutativa).
Associativa).
Comutativa).

TEOREMA 59.

Prova.
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F-AVC&F-BVC=F—-(AVB)VC.

—AvC

-BVC
-(AV B)V (AV B)
(AVB)V-(AV B)
AV (BV—=(AV B)) Associativa E-D, 4).
(BV—-(AVB))VvC Corte 5,1).

(Hipotese).
(
(
(
E
BV (=(AvB)vC(C) (Associativa E-D, 6).
(
(
(
(
(
(

Hipdtese).
Axioma).
Comutativa 3).

—-(AVB)V(BV(=~(Av B)Vv(C)) (Expansao 7).

(BV (=(AVvB)Vv(C))V-(Av B) (Comutativa 8).

BV ((-(AvB)vC)V—-(AV B)) (Associativa E-D, 10).
(n(AvB)VC)V~=(AVB))vC (Corte 10, 2).
(=(AVB)VC)V (=(AV B))VvC) (Associativa E-D 11).
-(AVB)VvC Contragao 12).

TEOREMA 60.

Prova.

F(BVC)VA=F (CVB)VA.
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(BVC)V A
CV(BvVC)VA)
(Cv(Bv(C)) VA

AV (CV (BVQ))

(AvC)Vv (BV(C)
(AvC)vB)vC
CV(Av(C)V B)

AV (CV((AVC)V B))
(AvC)V ((AvC)V B))
(AvVC)VB)V(AVCO)

BV (((AvC)VvB)V(AVC(O))
((AvC)VB)V(AVC)) VB
(AvC)VB)V((Av(C)V B)
(AvVC)V B

AV (CV B)

(CVvB)VA

TEOREMA 61.
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Hipdtese).
Expansao).
Associativa).
Comutativa).
Associativa).
Associativa).
Comutativa).

Associativa).

Comutativa). (Expansao).
Comutativa).

Associativa E-D).
Contragao).

Associativa E-D).
Comutativa).

(
(
(
(
(
(
(
(Expansao).
(
(
(
(
(
(
(

FAV(BV(CVD)=FCV(AV(BVD)).

CVA)VB)VD)V

(
(
(
(
(
(
(
(
( vA)vB)vD)

(

((

((

((
((CVA)VB)VD)V
((

((

(C

A)V(BV D)

(CVvA)VB)
(CVvA)VB)VD)V((CVAVB)VD
((CvA)VB)VD)

Associativa E-D).
Exp. + Comut).
Associativa E-D).
Contracgao).
Associativa E-D).

AV (BV(CVD)) (Hipotese).
CV(AV (BV(CVD)) (Expansao).
(CVvAV(BV(CVD)) (Associativa).
(CVA)VB)V(CVD) (Associativa).
(CvD)V(CVA)VB) (Comutativa).
(DVC)V((CVA)VB) (Teorema 60).
(CVAVB)V(DV(C) (Comutativa).
(CVAYVB)VD)VC (Associativa).
(CVA)VB)VD)VC)V A (Exp. + Comut).
CVAVB)VD)V(CVA) (Associativa E-D).
(CVAVB)VD)V(CVA)VEB (Exp. + Comut).
(
(
(
(
(
(

(C
C\/(Av(BvD))

Associativa E-D).
U
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A (Hi
(BvV(CVvD)VA (
V({(CVvD)VA (
V(CV(DVA)) (Parte =).
(BVC)V(DVA) (
(BvVC)VD)VA (
AV (BvC)VvD) (

V(BV(CVD))

62.
FAV(BVC)V D)< FAV(BV(CVD)).

AV ((BvC)V D)
(BVC)vVD)VA
(DV(BV(C))VA
AV (DV(BV())
BV (AvV(DvVC())
(AV(DVC))VB
(DvC)VA VB
(DvC)V(AV B)
(CVvD)V(AV B)
(AV B)V (CV D)
AV (BV(CVD))

Comutativa).
Teorema 60).

(

(

(

(
(Teorema 69).
(Comutativa).
(Teorema 60).
(Associatividade E-D).
(Teorema 60).
(Comutativa).
(Associativa).

Comutatlva)
Associativa).

Associativa).
Associativa).
Comutativa).

)
)
Comutativa).
)
)

60

O

O teorema a seguir afirma que, se uma cadeia de disjungoes é demonstra-

vel, entdo também o é a cadeia que resulta de deslocar qualquer das féormulas

envolvidas para o inicio.

TEOREMA 63.

(Vn > 2)(Vi e {1,...,

Prova.

A prova é por inducao sobre n:

Para n = 2, o resultado é trivial.
Para n > 2, separamos a situacdo em trés casos.

n})(F AV AV VA, = F AV A

ki
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Caso 1. i=1. Nada por demonstrar.

Caso 2. i=2.
FA VAV A3V ... VA, (Hipétese).
F (A1 V Ay)V (A3V . .. VA,) (Associativa).
F(AyV AV (AsV . .. VA,) (Teorema 60).
AV (AL VA3V ... VA, (Associativa E-D).
Caso 3. i > 2.
FA VAV A3V ... VA, (Hipétese).
F (A V Ag) VvV (AsV . . . VA,) (Associativa).
F AV (ALY Ag) V Vg Ar)| (L),
F AV Vs Ak (Teorema 62).
A demonstragao é similar e é deixada como exercicio. 0

TEOREMA 64. Para todo n > 1 e para toda valoragio f, tem-se:

f(ALV AV ---VA) =1 f(A) =1 para algum i.

Prova.
Inducgao sobre n.

(i) Para n = 1 a afirmacao é trivial.

(ii) Para n > 1, suponha-se que a afirmagao é verdadeira para n = k.
Queremos demonstrar para n = k 4+ 1. Para isso, temos:

FALV AV VALV Ap) =1 —  (Defde f)
z(Al) YV ?(AQ \/7... V Ak V Ak+1) =1 < (Def de v>
f(A)) =1 ou f(A3V..VAVA)=1 < (HL).

F(A) =1 ou f(A)=1,

para algum i € {2,..,k+1} <—
f(4;) =1 paraalgum i€ {1,2,....k+1}
O

TEOREMA 65. Para todo n > 2, se para cada i € {1,...,n}, ou A; é uma
varidvel ou A; € a negagdo de uma varidvel, entdo

Taut(AyV Ay V---VA,) <= A, =-A; para certosi,j € {1,2,...,n}.

(Isto é, uma disjuncao de varidveis e negagoes de varidveis é tautologia se, e
somente se, uma dessas varidveis ocorre simultaneamente com a sua negagao).

Prova.

Seja f € {0,1}*"™® uma valoracio qualquer.
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Se o lado direito se verifica, entao existem 4, j € {1,...,n} tais que f(A4;) =1
ou f(A;) = 1. Pelo teorema anterior (9), Taut(A; V A3V ---V A,).
Suponha-se que o lado direito ¢ falso e defina-se f € {0, 1}V ™ de
modo que f(a) =1 see —ae (A1, Ay, ..., Ay), isto é, —a é um dos Als.
Com isto, resulta que f(A;) = 0 para todo ¢ € {1,...,n}. Portanto, pelo
Teorema 64, f(A1VAyV---VA,) =0. Assim, é falso que Taut(A;VAsV---VA,).
O

DEFINIGAO 34 (Numero de ocorréncias de conectivos em férmulas e em
sequéncias de férmulas). Seja A € Flas(P). Definimos o ntmero de ocorrén-
cias de conectivos em A, noc(A), como seque:

1. Se AeVar(P), entdo noc(A)=0.
2. Se A=-B, entdo noc(A) =1+ noc(B).
3. Se A=BVC, entio noc(A) = noc(B) + 1 + noc(C).

Consideremos agora uma sequéncia finita de formulas (A, ..., A,). Definimos
o nimero de ocorréncias de conectivos em (A, ..., A,) como a soma dos nimeros
de ocorréncias de conectivos em elementos de (A1, ..., A,):

NOC((Ay,..., Ay)) = énoc(Ai).

EXEMPLO 1.
1. Considere ¢ = pV——q, ¥ = =(rV-s)Vt e = pV—-—g.

NOC((¢,9,0)) = NOC((pV-mg,~(rv=s)Vi, pv=omg))

= noc(pV—-q) + noc(—(rv-s)Vt) + noc(pV--q)
= 3+4+3

= 10.

2. Considere p = p, ) = ——q, 0 = -1 e v = —(rV-s)Vt.

NOC(p,,0,v) = NOC({(p,~—q,—r,~(rv-s)Vt))
= noc(p) + noc(=—q) + noc(—r) + noc(—(rv-s)Vt)
= 0+24+1+4
= T

Observe-se que a segunda sequéncia de formulas tem mais elementos do que
a anterior, mas tem um menor nimero de ocorréncias de conectivos.

DEFINIGAO 35. Denote-se por T o conjunto de sequéncias (S1,Sa, ..., Sn)
cuja disjunc¢do é uma tautologia, isto €,

T ={(S1,S5s,...,8,) : Taut(S;V Sy V ---V Sy)}.
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LEMA 1. Seja S = (S1,...,S,) uma sequéncia de formulas. Entdo

1. Taut(\/ (—=B,Sa,...,Sn)) = Taut(\ (B, Sa, ..., S.)).

2. Taut(\V (BV C,Sy,...,5,)) = Taut(\/ (B,C, Ss,...,Sn)).

3. Taut(V (~(BV C),Ss,...,5)) = Taut(\ (=B, Sa,...,Su)).

4. Taut(\/ (~(BV C),S2,...,5,)) = Taut(\V (=C, Sy, ..., S,)).

5. Taut(V (S1,...,S.)) = Taut(V{(S;) o (S;:i# 7,1 <i<n)), 1<j<n.
Prova. Exercicio. O

Este lema sugere a definicao da seguinte relacao binaria sobre T .

DEFINIGAO 36. Seja S = (S1,...,S,) uma sequéncia de formulas. Definimos
a relagao bindria R sobre T como seque:

1. (B,C,Ss,....S) R(BV C,Ss,...,5).

2. (B,Ss,...,S,) R(——B,Ss,...,5,).

3. (=B, Ss,...,Sy) R(—~(BV(C),Ss,...,S,).

4. (2C, S, ..., Sp) R(—~(BVC(C),Sy,...,5).

5. (Sj)o(S;iti#7,1<i<n)R(S1,...,S), quandon >2,j#1e

S; & Var(P) U =Var(B) e S, € Var(P) UVar(P), para k < j.

Na ultima clausula, a sequéncia da esquerda é obtida da sequéncia da direita
por meio do deslocamento, para o inicio, da primeira formula que nao é variavel
nem negacao de variavel.

O Lema 1 garante que para todo W, R e W', se \ W' pertence a disjun¢ao 7T,
entao a disjuncao \/ W também pertence a T .

Para realizar indugao sobre R a relacao R tem que ser bem fundada.

PROPOSICAO 1. A relacio R é bem fundada.

Prova. (Esquema) A afirmagio é consequéncia da boa fundagao da relagao
NOC(P) < NOC(S). Note-se que os atomos de R sdo as sequéncias (S, ..., S,)
tais que

T&ut(\/jzlSi) e S; € Var(P) UsVar(P),
isto é, as sequéncias finitas de variaveis e negagoes de varidveis cuja disjuncao é
uma tautologia. ([l

Sera de utilidade formar a sequéncia de disjuntas que formam uma férmula.

DEFINIGAO 37.

a) seq(A) = (A), se A€ Var(p).
b) seq(~B) = (~B).

c) seq(BV C) = (B) o seq(C).
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TEOREMA 66. Para toda a formula A de B, Taut(A) = P+ A.

Indugao sobre R. Seja A uma tautologia e

S =(S1,...,S) = seq(A).

Entao S € T e vamos considerar os casos em que S é, ou nao, atomo.

(D

(D)

Se S é um atomo de R, isto é,
S; € SVar(P) U Var(P),1 <i<mn,

temos pelo Teorema 65 que S; = —S5;, para i,j € {1,2,...,} e i # j.
Desse modo,

S@' \/Sj - _|Sj V Sj,
isto ¢, S; V S; é um axioma. Assim = 5; V S; e, pelas regras de expansao
e comutativa,

F(S;vS)Vv\/ Sk

ki,j
Consequentemente,
FSiv(S; vV Sk).
ki,
Duas aplicagdes do Teorema 63 fornecem o resultado esperado:
EFS1V---VS,.

Se S nao é um atomo, suponha-se que para qualquer sequéncia

(Q1,...,Qm) €T

tem-se a hipotese de inducao

(Q1,...,Qm)R(S,...,S,) implica F \/Q

Seja i o primeiro natural tal que A; ndo é variavel nem negagao de variavel.
Depois do Teorema 63, sem perda de generalidade podemos supor que
1 = 1. Dividimos a situagao em trés casos.

1. 57 é da forma BV C;
2. 51 é da forma -~ B;
3. S1 é da forma =(B Vv ().

Note-se que, se S; é uma negacgao, entao nao pode ser negacdo de uma
variavel. Portanto deve ser negacao de uma negacao ou negacao de uma
disjunc¢ao, o que explica os casos 2 e 3.
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Caso 1. Se S} = BV(C, da hip6tese, temos que Taut((BVC)V(Sy - --VS,)).
Disso, tem-se que Taut(BV (C'V (Sy---V Sy,))). A Hipdtese de Indugao
implica que - BV (C'V (S3---V S,)). Usando associatividade, obtém-se

F(BVC)V(Sy---V.Sy).

Caso 2. Se S; = == B, pela hipétese, Taut(——B V (Sy---V S,)) e, por-
tanto, Taut(BV(Ss - --V.S,)). A Hipdtese de Indugao da+ BV(Sy---V.S,).
Logo, pelo Teorema 57,

FﬁﬁB\/(Sg---\/Sn).

Caso 3. Se S; = =(BV C), entao pela hipdtese de indugao conclui-se que
Taut(—~(BV C)V (Sy---V S,)). Disso,

Taut(—-BV (Sy---V Sy,)) e (a)
Taut(—~C'V (Sy---V Sp)). (B)
A hipétese de inducao aplicada a («) e (), respectivamente, da
F=BV(Sy---VS,)e (7)
F=CV(Sy---VS,) (0)

Disso e do Teorema 59 obtém-se = —~(BV C)V (S ---V S,), completando
a prova do Teorema.

O

Observe-se que, se A é uma tautologia, entao existe uma prova de A.

Um exame cuidadoso da demonstracao de B revela que esta nao é uma mera
afirmacao de existéncia, mas que de fato ela fornece um algoritmo para construir
uma tal prova.

Com efeito, a demonstracao de B nao se limita as quatro linhas acima, mas
consiste da sequéncia das demonstragoes de todos os teoremas até chegar a B e
elas prescrevem, passo a passo, como elaborar uma prova em 3 de uma tautologia.

O diagrama de fluxo na péagina seguinte (Figura 1) descreve, grosso-modo, a
maneira de se obter uma tal prova.

Para simplificar, ndo estao aqui explicitados todos os passos. Por exemplo,
uma descri¢ao detalhada do indicado na caixa que faz referéncia ao Teorema 63
daria lugar, por si s6, a um diagrama de fluxo parcial. Situac¢des semelhantes
temos nas caixas referentes aos outros Teoremas.

Em particular, a instrugdo contida na caixa que faz referéncia ao Teorema 63
consiste em substituir = S1V.S5V- - VS, por = S;VS1VSeV---VS;_1VS;i1V---V.S,.
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Begin

2l

Goto Teorema 38
Caso (I)

4

Construir a prova como

descrito no Teorema 38

~
Input A
No Todas as disjungdes sdo
vars. ou negs. de vars.
?
Sejaio 12 subindice t.q. A
ndo ¢ uma var. nem neg .de
uma var.
Goto Teorema 35:
De AVA ., comstroi-se
Aprovade A VA .
“BvC)
BvC A ]
A:=BV(CV..) A=BV(AV.) Ax="BVA V.. A="CVA V..

- J

)

|

FicuraA 2.1. Flow-chart.

End




O TEOREMA DE COMPLETUDE DO CALCULO PROPOSICIONAL 67

EXEMPLO 2. Aplicamos o algoritmo a formula

A==(=pVq)V(=(rVp) V(rvag).

Nao é dificil verificar que A é uma tautologia e, pelo teorema da completude,
um teorema de PB. Assim, podemos construir uma prova para esta férmula.
Seguindo o Flow-chart procedemos da seguinte forma:

Input: A=-=(-pVq)V(=(rvp) V(rvyg)
No
i=1 (T63 — Do nothing!)

Usando o Teorema 59 e as provas de F; = —=p V (=(r Vp) V (rVq)) e
Fy=—=qV (=(rVvp)V(rVgq)) construimos a prova de A.
Nomeadamente, temos

F==pV (=(rVp)V(rvg)

=gV (=(rVvp)V(rvyg)

F=(=pVaq)V(-pVa)

F(=pVaq)V(-pVyg)

F-pV(gV—=(-pVaq)

gV —=(=pVq)V(=(rvp)V(rVvyg)

FqV (=(=pV gV (=(rVvp)V(rVvag))

F=(=pV @) VgV (=(=pVq)V(=(rVvp)V(rVyg))
F gV (=(=pV @)V (=(rvp)V(rvg))V-(-pVg
FqV((=(=pVa@)V(=(rVvp)V(rVvg))V-(-pVq)
F((=(=pV @)V (=(rVvp)V(rVq))V-(-pVaq)V
F(=(=pV )V (=(rvp)V(rvag))V(=(=pVaq)V
F=(=pV @)V (=(rVp) V(rVvyg)

V
V
—(rVp)V

=(rvp)V(rVva))

)
)
)
(
(

Repetindo o procedimento temos as provas de Fi e Fs.
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Fy===pV (=(rvp)V(rvy)
Goto (*)
No
i=1 (T63 — Do nothing!)

FpV (=(rvp)V(rvaq)
F—=—pV-p
F—-pV-—p
F(=(rVp)V(rVvg)V-—p
F=mpV(=(r V)V (r V)
pV (=(rvp)V(rvg)
Goto (*)
No
=2
|_
T63 | :
|_
=(rvp)Vi(pV(rvag)

F=rV(pV(rVvyg)
F-pV(pVI(rvae)
= =(rvp)V(rVp)
F(rVp)V-(rvp)
Frvi(pV-—(rVp)
F(Va(rvp)VipV(rvag)
FpV (=(rVvp)V(pV(rVa))

F=(rvp)V(pV(=(rVp)V(pVI(rva)))
FV(=(rvp)V(pV(rvg))V-(rVp)
FpV((~(rvp)V(pVI(rvae))V-(rVp)
F((=(rVvp)V(pV(rvg))V=(rvp)VipV(rVvg)
F(=(rvp)V(pV(rvg))V(=(rvp)V(pV(rvyg))
F=(rVvp)VipV(rvag)
Fii=-rV(pV(rvq) Fio==pV(pV(rvyg))
Yes Yes
T11 T11
F—-rVr F-pVp
= (=rvr)VipVva) F(=pVp)V(rva
Forvi(rvi(pVa) F=pVi(pV(rva))
F=rv(pV(rvag) F=pV(pV(rvag)

68
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Para F5 temos

Fy==qV (=(rVvp)V(rvaqg)
Goto (*)
No
=2
|_
T63 | :
|_
—(rVvp)V(=gV(rvaqg)

F=rV(-qV(rvg)

F=pV(=qV(rVag)

F=(rVp)V(rvp)

= (rVp)V-(rvp)

Frvi(pV-o(rVvp)

F@Va(rVp) VgV (rVg)

FpV (=(rVp)V(=qV(rVa))

F=(rVp)V(pV (=(rVp)V(mgV(rVa))))

F(pV (=(rVp)V(mgV(rvg)))V-(rvVp)
)V

FpV((=(rVvp)V(=qV(rva))V-(rvp)
F((=(rVp)V(=gV(rvag))V-(rVp)V(-gV(rVg)
F(=(rVp) V(g V(rVvag))V(=(rVp)V(mgV(rVvg))
F=(rVvp)V(mgV(rva)
Fyy=-rV(—qV(rVvaqg) Fyo==pV (-qV(rvq)
Yes Yes
T66 T66
Forvr F-qVyq
F(=rvr)V(=gVa) = (mgVag) Vv (=pVr)
==V i(rvi(=g V) F=qVi(gVv(-pVr))
F=rV(=gqV(rVg) F=pV(=qV(rVag)

Na préxima se¢ao, submetemos P a um estudo mais amplo no nivel de me-
talinguagem.
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Abreviaturas. Uma definicao estabelece uma igualdade, ou uma equivalén-
cia convencional, entre a palavra que define (definiendum) e o objeto definido
(definiens). Desse modo, uma definigdo deve ter a forma

expressao que se estd a definir --- = -+ expressdo que define ou
expressao que se estd a definir --- se, e sO se, - -- expressao que define ou
expressao que se estd adefinir --- <= --- expressao que define.

Uma vez que uma defini¢do estd anunciada como tal, a equivaléncia é subenten-
dida e ¢é estilisticamente aceito escreve-la na forma

expressao que se define se expressio que define.

Isto evita o repetitivo emprego da expressao se e so se, uma pratica livremente
adotada, ou nao, aqui.

A utilizagdo apenas dos simbolos — e V na construcao de férmulas, com
frequéncia, é incomodo, de dificil leitura e interpretacdo nao intuitiva. Essas di-
ficuldades sao ultrapassadas por meio de abreviaturas que oferecem uma melhor
compreensao do significado das formulas. A ideia por tras dessas abreviaturas foi
introduzida, informalmente, nas preliminares ao calculo proposicional. Elas sao:

a) A—- B < -AV B,
b) ANB <= —(=AV-B)e
c) A<+ B <= (A—-B)ANB — A.

Essas abreviagoes sdo chamadas, respectivamente, de implicagao, conjuncao e
equivaléncia. As suas leituras sao.

a) A — B lé-se A implica B ou
- se A entdo B ou
-se A, Bou
- B, se A ou
A € condigdo suficiente para B ou

B ¢ condicdo necessdria para A.

b) AANBlése A e B.

c) A< Blé-se A equivale a B ou
- A € condigcdo necessdria e suficiente para B ou
- A se e s0 se B ou
- A sse B.

O leitor reconhecera que esta maneiras de falar forma parte do léxico comum
da matematica. O leitor também pode verificar que a tabelas de verdade para
estas formulas sdo, para AAB, A — B e A <— B, respectivamente as seguintes:
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A|N| B A|l— | B Al«+<— | B
1111 1 1 1 1 1 1
110(0 110 |0 11 0 |0
0101 0| 1 |1 0 0 |1
0100 0, 1 (0 0| 1 |0

Convencao Sobre Parenteses. Tacitamente, temos usado parenteses da
mesma maneira do que em matemaética: utilizamos [ e | além de ( e ). Adotamos
uma convencao de omissao de parenteses segundo a qual se atribui aos conectivos
um grau de coesao ou liga¢do, como se descreve a seguir. Uma parte da férmula
formada por um conectivo, apendada a outra parte mediante um conectivo de
menor grau, nao precisa de parenteses; se o grau for igual, parenteses devem ser
usados. Os graus estabelecem uma ordem entre conectivos desta maneira:

>V = A> = =<4

Numa férmula com um conectivo aplicado repetitivamente, aplicamos a con-
vencao de associagao a direita, como anteriormente com V. Exemplos:

(i) AvVB— B < (AVB)—C.

(i) DANC — [A+— CVA < (DANC)— [A+— (CV A)].

Neste capitulo, letras latinas maitsculas em itédlico referem-se, salvo indicagao
no contrério, a formulas proposicionais. Evita-se assim expressoes repetitivas de
frases como ‘seja A uma formula’ e similares.

A seguir, damos uma lista de tautologias de uso frequente. Pode-se ver que
formam parte dos raciocinios habituais.

Tautologias de Uso Frequente.

1. A+— ——A (Dupla negagao).
2. AVB+— BV A.
3. ANB<+— BAA.
4. AN(BANC +— (AANB)ANC.
5. AV (BAC)«— (AVB)A(AV ).
6. AN(BVC)<«— (ANB)V(ANC).
7. (B— A) — (mA— -B) (Contraposigao)
8. (nA— -B) — (B— A) (Reciproca de Contraposicao).
9. A+— AV A.
10. A+— ANA.
11. mAV A (Tercium non datur).
12. (A— BA-B) — —A (Reductio ad absurdum).



13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
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(A— -A) — —A
—(AV B) +— (mAA-B)
—(AAB) «— (mAV -B)

(A— B)AN(A—C)— (A— BAC)

(A— B)AN(B—(C) — (A — O).
A+— B < B<+— A

A— (B+— ANB).

[A— (B— C)]«— [ANB — ().

(Reductio ad absurdum).
(De Morgan).
(De Morgan).

As tautologias constituem uma ferramenta eficaz para demonstrar algumas

propriedades acerca de conjuntos, como as que se seguem. Damos algumas provas

como exemplo.

TEOREMA 67.

Utilizar 5 do teorema anterior.
B

1. ACA.

2. (ACB)A(BCC(C)— (ACQO).

3. (ACB)AN(BCA) — (A=DB).

4. U € comutativa.

5. U € associativa.

6. AUD=A=0UA.

7. N € comutativa.

8. N € associativa.

9. AnP=0=0nA.

10. AU(BNC)=(ANB)U(ANC).
11. AU(BNC)=(ANB)U(ANCQC).
12. (C\A)U(C\B)=C\(ANB).
13. (C\NA)N(C\B)=C\(AUB).
14. AxD=0=0x A.

15. U AuB)=UAUUB.

Prova

(1) ze A—z €A

2) (reA—zeB)ANzeB—zxel)—(rxcA—zecl).
(6) Ponha-se (p A —p) em lugar de 0.
(10)

)

asta olhar as equivaléncias
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r € U(AUB) x € y, para algum y € AU B

xr €y, para algum y tal que y € Aouy € B

[z € y, para algum y tal que y € A] V [z € y, para algum y tal c
[z e UA] V [z € UB]

re JAUUB.

111y

O

Regras de inferéncia derivadas. Algumas regras derivadas de uso fre-
quente e faceis de demonstrar e indicadas a seguir.

1. De A infere-se ——A.

De ——A infere-se A.

De A e B infere-se A N\ B.

De A A B infere-se A e infere-se B.

De A — B e A infere-se B. (Modus Ponens).
De A — B infere-se =B — —A.

7. De =A — =B infere-se =B — —A.

S G W N

Equivalentemente:

1L.PrFA= PF A

Z.ml——\ﬂA:>q3|—A.

3. (PFA & (PFA) = (BFANAB).
Etc.

Essas regras, bem como combinacoes delas, serao usadas aqui sem referéncia
explicita.

Uma regra de uso frequente é a Modus Ponens, que consiste em derivar B
a partir de A e de A — B. Esta regra, adotada como regra primitiva em di-
versas versoes do célculo proposicional, resulta ser uma consequéncia das regras
primitivas adotadas aqui.

TEOREMA 68 (Modus Ponens).

De A e A — B, infere-se B.

Prova. Suponha A e A — B. Esta ultima é uma abreviacao de ~AV B. De
A, por Expansao e Comutatividade, obtemos BV A e BV —A. Daqui, por Corte,
BV B e, por Contragao, B. O

Regras de Inferéncia versus Teoremas. Cada regra de inferéncia é refle-
tida por um teorema e vice-versa. A seguir especificamos, para cada regra de
inferéncia, qual é o teorema que a reflete.

(i) Expansao: F A — AV A.
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(ii) Contracao: H AV A — A.

(iii) Associativa: F AV (BVC)— (AV B)VC.

(iv) Corte: HF(AVC)A(BV-C)— (AV B).

Reciprocamente, a partir destes teoremas, pode-se voltar, por meio de Modus
Ponens, as regras de inferéncia originais.

Mas observe-se que da maneira em que o sistema é apresentado aqui, nao é
possivel substituir as regras pelas suas contrapartes adotadas como axiomas. Isso
porque, se ficar com um sistema sem regras de inferéncia, para aplicar as regras
as suas premissas é preciso Modus Ponens.

Propriedades metamatematicas de ‘3

No inicio deste capitulo temos mencionado a diferenga entre linguagem e a
metalinguagem, ressaltando a separacao entre ambas e como ¢ na metalinguagem
que é possivel estudar e expressar propriedades de um sistema - estas sao refe-
ridas como propriedades metamatematicas do sistema. A seguir, examinaremos
algumas dessas propriedades no caso do calculo proposicional; elas exemplificam
algumas das propriedades que, em geral, sao de interesse em determinar se um
sistema goza ou nao da propriedade. Cabe aqui introduzir alguns simbolos me-
talinguisticos que facilitardao o discurso.

Simbolos Metalinguisticos. Usamos na metalinguagem =, V, &, ﬁ, eV para
a negacao, disjuncao e quantificadores existencial e universal, respectivamente.
Maitsculas cursivas sao sempre variaveis de férmulas. Letras gregas maitsculas
serao conjuntos de formulas.

Decidibilidade. Num sistema formal, o problema de determinar por meios
finitos se uma féormula é ou nao teorema, e se o é, oferecer um algoritmo para
construir uma tal prova, é chamado de problema da decisdo. Diz-se, neste caso,
que o sistema é decidivel. Por meios finitos e algoritmo significam uma rotina
de raciocinio que, aplicada um ntimero finito de vezes, conduz a um resultado ou
resposta. Pelo que temos visto:

TEOREMA 69. B é decidivel.

Consisténcia. Uma motivagdo por tras do conceito de consisténcia diz res-
peito a expressar auséncia de falsidade, ou contradi¢ao, e tem dois aspectos: o
primeiro, de cardcter semantico, visa que nao haja afirmacoes (teoremas) do sis-
tema que expressem falsidades no universo que o interpreta, propriedade que no
caso de P recebe o nome de validade e esta assegurado pelo teorema A. O segundo
¢é de caréacter sintatico e visa que nao haja contradi¢oes internas ao sistema. Este
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requerimento fica expressado pela condicdo de que nao haja férmula A tal que
ela e a sua negacao sejam teoremas do sistema. Usando Consist(*B) para dizer
que ‘P é consistente, definimos

DEFINIGAO 38. Consist(B): STA[(P F A)&(B F —A)].

E facil demonstrar que esta condi¢ao é equivalente a afirmacgdo que a con-
jungao de uma formula com a sua negag¢do nao € teorema e equivalente a existe
alguma formula que nao € teorema.

TEOREMA 70. . FEstas trés condicoes sao equivalentes:

1. Consist(B).
2. S3ARP - A A A
3. JA[B ¥ Al.

Prova. Para a primeira equivaléncia, podem ser usadas as tautologias: A —
(B— AANB), ANB — Ae ANB — B. Para a segunda equivaléncia, usar
AN—-A — B, para qualquer B.

O

A 1ltima equivaléncia mostra que num sistema inconsistente nao apenas as
contradi¢oes mas todas as féormulas sdo teoremas; isto faz que um sistema incon-
sistente nao tenha interesse nenhum.

O teorema A conduz de imediato ao fato que 3 é consistente.

TEOREMA 71. Consist(’B).

Prova. Pelo teorema A: P F AN -A.
0
Por outro lado, a consisténcia sintatica de B3, esa assegurada também pelo
teorema A, pois todo o que se afirma no sistema - os seus teoremas - sao taauto-
logias, portanto nao ha contradi¢gdes no aspecto sintatico.

TEOREMA 72. B ¢é sintaticamente consistente.

O estudo das proximas propriedades metamatematicas de ¥ demanda por um
par de ferramentas: os conceitos de prova a partir de hipoteses e de teorema da
dedugao.

Provas a partir de hipéteses. Teorema da Deducgao. No exercicio
dedutivo comum, com frequéncia se elabora argumentos a partir de suposigoes
hipotéticas que podem ou nao corresponder a um estado atual de circunstancias,
com o objetivo de refutar uma premissa ou um argumento, ou para escolher a
mais apropriada dentre varias possibilidades de agao, etc. O mesmo procedimento
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¢ adotado na matematica, onde é habitual construir uma prova sob a suposicao
de alguma hipotese H, obter uma conclusao C' e terminar afirmando que H — C.
Por exemplo, num sistema de geometria euclidea &, a partir da suposicio H de
um triangulo ter dois lados iguais, se demonstra que os angulos da base sao iguais,
(C). Conclui-se que, em &, tem-se H — (' isto é, &+ H — C.

Em Lobgica este tipo de raciocinio esta formalizado no conceito de prova a
partir de hipdteses; em particular, em ‘B isso é capturado na defini¢cao seguinte.

DEFINIGAO 39. Uma prova em P a partir da hipétese H € uma sequéncia de
formulas Ay, ..., A,, na qual cada A;:

1. € um azioma ou
2. ¢ H ou
3. € obtido a partir de formulas anteriores por meio das regras de inferéncia.

Daqui em diante, usaremos B U {H} para referirmos-nos ao sistema 3, am-
pliado com H como uma hipdtese extra inserida no sistema. A adocao de H
como hipdtese equivale a sua incorporagao em 3, como um novo axioma, o que
dé lugar a um novo sistema B U {H}. Naturalmente, tanto H como qualquer
axioma, pode aparecer ou nao numa prova neste novo sistema.

DEFINIGAO 40. PU{H} F C significa que existe em PU{H} uma prova de
C (a partir de H).

Se esta claro que o sistema de referéncia é 3, pode-se escrever simplesmente

HEC.

Pode haver varias hipdéteses, mas basta considerar apenas uma. E facil gene-
ralizar a qualquer niimero. Mais explicitamente:

DEFINIGAO 41. Uma prova a partir de um conjunto {Hy, ..., Hy} de formulas
(hipdteses), € uma sequéncia Ay, ..., A,, tal que cada A;

1. € um azxioma ou
2. um dos Hls ou
3. € obtido a partir de formulas anteriores por meio das regras de inferéncia.

NOTAGAO 6.
Hy, ... H. - C < ezxiste uma prova de C a partir de Hy, ..., Hy.
Pode-se generalizar a definicdo para quaisquer conjuntos de férmulas propo-

sicionais. Usaremos letras gregas maiusculas, ¥, ©,I",... para fazer referéncia a
conjuntos de férmulas proposicionais.
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DEFINIGAO 42. Seja X um conjunto (finito ou infinito) de férmulas proposi-
cionais. Entio, ¥+ C <= (3H,,...,H, € ¥)[Hy,...,Hy F C].

Estes conceitos nao sao exclusivos de B3; sao comuns a qualquer sistema for-
mal, como é o caso do exemplo no inicio desta subseccao. Em particular, é
imediato da defini¢do que

CerX=%XFrC

As seguintes propriedades resultam ser uteis.

TEOREMA 73 (Propriedades da relacao ).

1. A A,

2. AF B = A+ BVC.
3. L FB = SU{A}+ B.
4. X+ B = SU{A}} B.

O conceito de prova a partir de hipdteses estd intimamente relacionado com
o Teorema da Deducao.

Este afirma que, se hd uma demonstracao de C' no sistema ampliado PU{ H },
entdo ha uma demonstracao de H — C' no sistema original B, justificando assim
0 que é pratica comum em matematica.

TEOREMA 74 (Teorema da Deducao). PU{H} FC «<— P+ H — C.

Prova.

Da direita para a esquerda o resultado é fornecido por Modus Ponens. No
sentido contrario, seja Aq,..., A, = C uma prova de C' a partir da hipotese
H em que H € {A;,...,A,}. Demonstramos que para todo o n, é o caso que

P+ H— C. A demonstragao é por indugao sobre o comprimento da prova.

Para n = 1, a prova consiste de apenas uma férmula, A; = C, a qual s6 pode
ser

(i) um axioma proposicional, ou

(ii) H.

Em ambos os casos H — A; é uma tautologia e, assim, um teorema de ‘.
Consequentemente B+ H — C.

Para n = 2, a prova é A;,C. Como o corte precisa de duas premissas, sem
considerar casos triviais, C' s6 pode ser derivada de A; por expansao, contragao
ou associativa. E facil verificar que em todos estes casos H — C' é uma tautologia
e, portanto, P+ H — C.

Para o ultimo passo da indugao, a hipétese indutiva é para cada k < n existe
uma prova de comprimento k. Demonstramos que existe uma prova H — C.
Para i, j < n temos os seguintes possiveis casos:
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(i) C é inferido de A; por meio da regra de expansao.

(ii) C ¢ inferido de A; V A; por meio da regra de contragao.
(iii) C ¢é inferido de D Vv (E'V F') por meio da regra asssociativa.
(iv) C ¢ inferido de D vV E e =D V F por meio da regra de corte.

Cada um desses casos ¢ verificado a seguir.

(i) C é da forma E V A;.

Pela hipotese indutiva tem-se - H — A;.
Também tem-se que - A; — E V A,.
Daqui- H - EV A;, isto é, - H — C.

(i) C' é A;.
Pela hipotese indutiva F H — A; V A;.
Também tem-se que - A; V A; — A;.
Daqui F H — A, isto é, - H — C.

(iii) C ¢ (DV E)V F.
Segundo a hipdtese indutiva: - H — DV (E V F).
Alids, tem-se - [DV (EV F)] = [(DV E) V F|.
Portanto - H — [(D VvV E) V F, isto é, - H — C.

(iv) Cé EV F.
A hipétese indutivada: FH - DV FEek H— =DV F.
Daqui- H — [(DV E) A (=D V F)].
Portanto - H — E'V F, isto é, - H — C.

Uma forma mais geral do teorema da deducao é
Hy, H+FC << BFH N..NH, — C,

que se obtém aplicando a forma original iterativamente a Hy, ..., Hy.
Se o sistema de referéncia é claro pelo contexto, o teorema tem a forma

H-C —<+H AN...NH, = C.

O material desenvolvido até aqui permite examinar, para além das ja vistas,
outras propriedades metamateméaticas de P8 que sao de interesse na légica e nos
fundamentos da matematica.

Completude Semantica. Quando se estabelece um sistema formal para se
falar acerca de alguma realidade ou universo, se espera descrever um setor desse
universo. Por exemplo, a teoria de grupos descreve e demonstra certos fatos
que acontecem nos grupos, mas nao descreve todos os fatos que acontecem num
grupo particular, que pode ser ou ndo ser comutativo, finito, etc. No caso do
calculo proposicional, em virtude do teorema de completude, temos que tudo o
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que acontece - isto é, é verdadeiro - no universo {0,1} com as suas operagoes x*
e V é demonstravel no sistema formal, o que se expressa dizendo que o célculo
proposicional é completo. Uma vez que o conceito de completude estabelece uma
conexao entre o sistema formal e a sua interpretacao, este é referido como comple-
tude semantica. Com esta conotagao, o resultado da secao anterior é reformulado
como

TEOREMA 75. B é semanticamente completo.

Um maneira sugestiva de expressar o mesmo ¢ que ha uma correspondéncia
total entre o sistema formal e a sua realidade alvo, uma situacao ideal que em
geral nao acontece com teorias.

Completude Sintatica. Por outro lado, ha o conceito de completude sintd-
tica, que consiste em que nao é possivel enriquecer estritamente o sistema formal
acrescentando novos axiomas; estritamente, no sentido que ao se adotar um novo
axioma ou teorema, nada seria acrescentado. E facil ver que um sistema formal
¢é sintaticamente completo neste sentido se, e somente se, a introducao de um
novo axioma (estritamente) resulta na inconsisténcia do sistema. Uma maneira
grafica, que usaremos aqui, de descrever a situacao é dizendo que o sistema é
saturado por teoremas, no sentido em que nao pode ter mais teoremas do que
aqueles que ja tem.

DEFINIGAO 43. Diremos aqui que um sistema formal é sintaticamente com-
pleto, ou saturado por teoremas, se a introdu¢do no sistema de uma formula (que
nao seja teorema) como um novo axioma provoca a inconsisténcia do sistema
resultante.

TEOREMA 76. B nado é saturado por teoremas.

Prova. Considere-se qualquer contingéncia B de 8. Mostramos que a in-
troducao de B como um novo axioma em *J3 nao compromete a consisténcia no
sistema P U { B}.

Suponhamos o contrario. Entao, a partir de B existe em P U {B} uma
prova de C' A =C, isto é, PU{B} + C A —=C. Pelo teorema da dedugio temos
BB — CA-C. Isto significa que B — C' A =C é uma tautologia, e daqui,
que B é uma contradi¢ao (todos os seus valores sao 0), o que contradiz a escolha
de B. Concluimos que B U {B} ¢é consistente e portanto B nao é saturado por
teoremas. 0

Mais um conceito de completude sintatica. Outro conceito de comple-
tude sintatica diz respeito a negacao. Diremos aqui que um sistema é completo
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com respeito a negagdo ou, simplesmente, por negacoes, se para toda a féormula
A tem-se que A é um teorema do sistema ou —A é um teorema do sistema. Mais
a frente veremos que as propriedades de saturacao e de completude por negagoes
sao equivalentes.

TEOREMA 77. B nao é completo por negagoes.

Prova. Seja B uma contingéncia de 3. Claramente, nem B nem —B sao
teoremas de 3. 0

Mais acima, vimos que 8 nao é saturado por teoremas.

A situacao é diferente caso se acrescente a P8 uma nova regra de inferéncia:
a regra de substituicao. Isto é, uma regra que permite inferir de uma férmula
qualquer formula que resulte da substituicao de uma varidavel por uma outra
formula, em todos os lugares nos quais a dita variavel ocorre. Chamemos B U
{Subst} a este novo sistema.

TEOREMA 78. P U {Subst} € saturado de teoremas.

Prova. Acrescente-se uma férmula A aos axiomas de PU{Subst}. Chamemos
B U {Subst}] U {A} ao sistema assim obtido. A nao deve ser uma tautologia,
pois seria redundante. J4 que A nao é uma tautologia, seja v uma valoragao tal
que v(A) = 0. Considere-se as variaveis x de A tais que v(x) = 0. Substitua-
se em A cada varidavel x por x A —x[?7777]. Com isto, obtém-se uma férmula
A’, que é uma contradi¢cdo. Devido ao fato que A’ é obtido a partir de A por
substitui¢ao, a ado¢ao de A como teorema conduz a aceitar A’ como teorema de
B U {Subst}| U{A}, o que mostra que [P U {Subst}| U {A} é inconsistente. O

E claro que B nao é completo por negagdes. Pois, se A é uma formula que nao
¢é tautologia e se adotarmos o valor 1 para alguma atribuicao de valores, entao
nem A nem —A sao teoremas.

Extensoes de 3. A ndo saturacao de P significa que este nao é um sistema
fechado e indica que esta aberto a possibilidade de ser expandido em diversas
diregoes, incorporando contingéncias como novos axiomas. Isto leva a estudar as
propriedades metamatematicas, anteriormente limitadas a 13, num contexto mais
amplo: o de conjuntos de formulas. Estes conjuntos de formulas sao concebidos
em geral como sistemas proposicionais. Para o que nos interessa aqui, eles sao
extensoes de P. Por conseguinte a linguagem, as regras de inferéncia e os axiomas
proposicionais continuam presentes.

Neste capitulo, usaremos letras gregas maitsculas para fazer referéncia a con-
juntos de féormulas proposicionais; uma letra grega maitscula terd este significado.

Os novos sistemas terao a forma B U X. Uma prova de A em B U X nao
é outra coisa além de uma prova em P a partir (das hipéteses) em X, ou seja,
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PUX F A. Por brevidade, em lugar de U X - A, frequentemente escreveremos
simplesmente X F A.

O conceito de consisténcia seméantica em 3 estava descrito pela condicao
de wvalidade e consistia em ser verdade sempre: um teorema deve ser valido. No
contexto de conjuntos de formulas, este critério nao é aplicavel: as novas formulas
desempenham o papel de axiomas e as féormulas derivadas deles sao os teoremas,
mas nao sao verdades sempre, s6 as vezes. O conceito de nao contradigdo neste
caso é expressado pela nocao de satisfatibilidade, a qual se refere a possibilidade
de todas as formula de ¥ serem simultaneamente satisfeitas por alguma atribuicao
de valores as varidveis de 3. Usaremos a notacao Sat(¥X) como abreviatura de
Y € satisfazivel. Se apreciard que esta é uma versao do Teorema A, no novo
contexto.

DEFINIGAO 44. Sat(Y) <= JoVp € S(v(p) = 1).

Assim como na prova do teorema A, se mostra que a aplicacdo das regras
de inferéncia preservam a propriedade de ser tautologia. E ficil provar que elas
preservam também a satisfatibilidade.

A consisténcia sintatica é reformulada no novo contexto de maneira natural:

DEFINIGAO 45. Consist(X) <= SJA(L - A A -A).

De resto, todos os conceitos metamatemaéticos referidos a ¥ sao reformulados
dentro do novo contexto de maneira natural. Basta substituir, nas defini¢oes
anteriores de completude, etc, B por P U X ou, mais brevemente, por >. O
mesmo é aplicado as regras de inferéncia primitivas e derivadas de .

No que segue, se nao houver declaracao explicita no sentido contrario, um
sistema formal sempre sera considerado consistente.

Uma condicao equivalente a consisténcia é dada pelo

TEOREMA 79. SConsist(Y) <= VA(SF A).

Prova. Trivial, dada pelo Teorema da Deducdao e por F AAN-A — A. O

O préximo teorema oferece uma condicao necessaria e suficiente a cumprir
pelas formulas que podem ser agregadas a um sistema sem comprometer a con-
sisténcia: serao as negacoes daquelas que nao sao teorema de Y e a aquelas cuja
negacao nao € teorema de ¥; o qual esta resumido no

TEOREMA 80. Se 3 é consistente, entao ¥ ¥ A <= Consist(¥ U {=A}).

Prova. Suponha-se que X é consistente. Se ¥ - A, temos ¥ U {-A} - A
como propriedades da relacao .



PROPRIEDADES METAMATEMATICAS DE B 82

Também temos ¥ U {—A} - = A (propriedades de ), o que mostra que
SConsist(Sigma U {—A}).
Por outro lado, suponha-se que “Consist(X U {—A}). Entao
YU{-A}FA
pois num sistema inconsistente deriva-se qualquer férmula. Pelo teorema da
deducao, ¥ F A — A, ou seja,
YF--AV A

Portanto ¥ = AV A e daqui, finalmente, > F A por contracao. O
Uma consequéncia do teorema anterior é que dada qualquer formula, pode
ser agregada a Y ela ou a sua negacao, preservando a consisténcia.

TEOREMA 81. Para qualquer formula A tem-se que

Consist(X) = Consist(X U {A})VConsist(X U {—A}).

Prova. Demonstramos que se ¥ é consistente, um dos disjuntos no lado
direito deve ser consistente. Assim, suponha-se tanto que Consist(X) quanto
que “Consist(¥ U{A}). Entao

SConsist(NU{A}) = LU {A}) F-A
= Y U{4d}h -4
= XYFA— A
— X F-AV-A
— X k-4
= Consist(X U {—A}).

TEOREMA 82. Se X € saturado por teoremas, entao

Consist(NU{A}) <= Y+ A.

TEOREMA 83. Se X € consistente, entdo

Y1 € completo por negagoes <= X € saturado por teoremas.

Prova. Suponha-se que ¥ é completo por negacoes. Seja X ¥ A. Entao ¥
—A e a introdugdo de A em ¥ produz XU {—-A} U{A}, um sistema inconsistente.
Reciprocamente, se 3 é saturado por teoremas, seja A tal que ¥ ¥ A. Pelo
teorema anterior, Consist(¥ U {—=A}). Daqui, ¥ F —A. O
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Apés algumas preparagdes, veremos que todo conjunto de férmulas (de )
consistente tem uma extensao completa. Antes, vejamos como os conceitos se
relacionam.

Obviamente, 9 nao é completo com respeito a negagao: como visto, dada uma
formula que seja uma contingéncia, nem ela nem a sua negacao sao teoremas e
o calculo proposicional pode ser expandido para uma extensao completa neste
sentido. Isto nos leva a estudar de que maneira se relacionam os conceitos de
consisténcia e satisfatibilidade.

Consisténcia e satisfatibilidade. Temos critérios de consisténcia sintatica
e semantica para qualquer conjunto de férmulas . Queremos ver de que maneira
estes dois conceitos se relacionam. E fcil ver que a segunda implica a primeira,
como estabelece o

TEOREMA 84. Sat(X) = Consist(X).

Prova. Se X nao é consistente, entao existe um subconjunto finito dele cuja
conjunc¢ao implica A A = A, o que obriga a que o seu valor seja sempre 0. Donde,
esse subconjunto nao ¢é satisfazivel.

Agora, suponha-se que X é inconsistente; entao X = C' A —=C e ha um subcon-
junto finito {Hy, ..., H,} de ¥ tal que

{Hy,...,H,} FC N=C.
Disto, por meio de repetidas aplicagoes do teorema da deducao:
BrHH > (= (H, - CAN=C)--).

Donde, P+ H A---ANH, - CAN-C.

Mas isto implica que o valor de Hy A --- A H, é sempre 0, com o qual ¥ nao
é satisfazivel, contradizendo a suposicao inicial. Concluimos que ¥ é consistente.
O

No caso de ¥ ser finito, o reciproco também é certo:

TEOREMA 85. Se ¥ ¢ finito, entio Consist(¥) = Sat(X).

Prova. Se Y é finito, é da forma ¥ = {H,..., H,}.

A consisténcia de ¥ implica que a partir dela nao se deriva contradi¢do. Pelo
teorema da deducao, a conjun¢ao dos elementos de Y nao implica contradicao.
Assim, essa implicacao nao é teorema e, portanto, alguma atribuicdo de valores
da a esta implicagdo o valor 0. Ora, essa atribuicdo deve dar a conjuncao dos
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H;, o valor 1. Em simbolos:
Consist(Y) = =3H,, ..., H, [{Hy,...,H,} - AN—A]

— S3Hy, ... Hu[F Hi A+ A H, — AN-A]
— VH,,...,H,5[F H A~ ANH, — AN-A]
— VH,,...,H,5[Taut(H, A --- A H, — AN —A)]
— VH,,...,H,v[v(Hy A--- A H, — AN=A) =0)
— VH,y,...,H,o[v(Hy A--- A H,) = 1]
—> Consist(X).

O

Surge aqui a questao sobre se este teorema continua a valer para conjuntos
infinitos de formulas. Um exame da demonstracao anterior mostra que X é con-
sistente se e somente se todos os seus subconjunto finitos sdo satisfativeis. Para
ver isto, repara-se que os teoremas de X sao férmulas demonstradas a partir dum
numero finito de férmulas de .

TEOREMA 86. Consist(X ) <= (VI' Cy 2)[Sat(T)).
Prova. E vista nas equivaléncias
Consist(¥X) <= YF AN-A
= VI Cyyp S[Consist(T))]
— VI Cyyn B[Sat(T)).
Alternativamente,
=Consisty <= Y FAN-A
e 0 Cpp (O FAN-A)
— 3@ Cyyp [5Sat(T)).
O

Generalizando o conceito de “saturado por teoremas” cabe dar aqui um con-
ceito de completude para conjuntos de férmulas.

Completude (por negagoes).

DEFINIGAO 46. Compl(Sigma) <= VA € Flas|[(A € ©)V(A ¢ ¥))).

Quando houver necessidade de distinguir este conceito, de outros conceitos

de completude nos referiremos a ele como completude por negagoes. Esta deno-
minacao nao ¢ a habitual na literatura.
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Um sistema consistente e completo é fechado por teoremas no sentido do
seguinte

TEOREMA 87. Se Consist(X) e Compl(X), entio X+ A= A€ X.

Prova. Seja X+ A. Se A ¢ ¥, entdao —A € X, contra a consisténcia de . [J

Para estabelecer a equivaléncia entre consisténcia e satisfatibilidade, sem a
limitagao da finitude é necessario mostrar que dado um conjunto consistente 3,
existe uma atribuicdo de valores as variaveis proposicionais de ¥ que satisfaz
todas as formulas de Y. Em particular, se uma variavel proposicional pertence
a >, obviamente essa variavel deve adotar o valor 1; se a sua negacao pertence
a Sigma, entao deve adotar o valor 0. Mas pode haver varidveis ou negagoes
de variaveis que, sem pertencer a X, ocorrem dentro das suas formulas. Nao ha
maneira de determinar os valores que devem adotar estas tltimas. Este problema
desaparece se ¥ for completo (por negagdes): bastaria atribuir 1 as variaveis que
estdao em X e 0 as varidveis cuja negacao estd em Y. Como, em geral, > nao é
completo, podemos alarga-lo a uma extensao completa ©. Se © é satisfazivel, a
fortiori, ¥ também o é.

Procedemos a construcao de uma extensao completa de . Mas, antes,
observe-se que ha tantas férmulas proposicionais quanto niimeros naturais. Isto
é consequéncia do dito nas Preliminares acerca de conjuntos contaveis,

F,, é enumeravel = as negagoes de elementos de F;, é enumeravel.
—> as disjuncoes de elementos de F, é enumeravel.

= A reunidao de enumerdveis é enumeravel.

Consequentemente, se F), é contavel entao F,, ., é contavel. Portanto
TEOREMA 88. Flas(B) é contdvel.

Estabelecido o fato de haver tantas formulas de J8 como ntimeros naturais, seja
Ag, Ay, ... uma enumeracao das féormulas de . Com ela, podemos definir uma
sequéncia de conjuntos (¥, )¢, por recursdao sobre naturais como segue (lembrar
aqui o Teorema 61).

DEFINIGAO 47.

1. ¥y = 3.
U, U{A,} se Consist(V,U{A,})
2. \Ijn—f—l - ~ . :
U, U{-A,} se =Consist(V,, U{A,})
3.0 =U,c, U,

E claro que ¥; C W, para ¢ < j. Vejamos que todos os W, sao consistentes:
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TEOREMA 89. Vn € N[Consist(¥,,)].

Prova. Inducao sobre n.
1. Para n = 0, ¢ claro.
2. Hipétese indutiva: suponhamos Consist(V,,).
(i) Se V.41 =¥, U{A,}, entdo ¥, .1 é consistente por definigao.
(ii) Se U,y = ¥,, U{-A,}, entdo V¥, é consistente por teorema ....
XXXXXXX [7777]
[
Obtemos, assim, uma sequéncia estritamente crescente de subconjuntos de
Flas(P): ¥ G ¥ G ¥y .., cuja unido resulta em
0= 97,
new

Veremos que © é uma extensao consistente e completa (por negagoes) de X.
As propriedades de © que nos interessam sao resumidas no seguinte

TEOREMA 90.

1. ¥ COo.
2. Consist(0).
3. Compl(©).

Prova. .
1. Esta incluido na defini¢ao de ©.
2. Suponha-se que =Consist(©). Entao existem By, ..., B, € © tais que
Bi,....B,FAN—-A

Pela construgao de ©, existe £ € N tal que {By,...,B,} C ¥,. En-
tao ¥y F A A=A, o que contradiz a consisténcia de ¥,. Isto mostra a
consisténcia de ©.

3. Suponha-se A ¢ ©. Sabemos que A = A, para algum natural n e, em
particular, A, ¢ U, ;. Por defini¢ao de ¥, 1,

SConsist(V, U{A,}),

donde V¥, ., = ¥,, U{-A,}, mostrando que —A € O e que © é completa
relativamente a negacao.

O

Resumindo,

TEOREMA 91.
1. Consist(Y) = 30O [X C © & Consist(0) & Compl(©))].
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2. Consist(X) = IV [Consist(¥) & Compl(¥) & (& C )]

Nota. Observe-se que a definicao de © nao ¢é decidivel. Com efeito, é verdade
que para qualquer A,, ou A, ou —A, deve ser consistente com ¥,. Porém, nao
ha método que permita determinar qual dessas duas possibilidades é a certa em
cada caso. No proximo capitulo, se podera apreciar que o mesmo fenémeno se
apresenta em outras circunstancias relacionadas com um axioma de particular
importancia: o axioma da escolha.

A existéncia de © permite eliminar a condi¢ao de finitude de ¥ na equiva-
léncia Consist(¥X) <= Sat(X) e generalizi-la a qualquer conjunto de férmulas,
estabelecendo uma intima relagdo entre sintaxe e semantica.

TEOREMA 92. Consist(X) <= Sat(%).

Prova. Da direita para a esquerda, ja foi discutido acima.

No sentido contrario, a demonstracao decorre por inducao sobre férmulas.

Primeiro consideramos uma extensao ©, consistente e completa de ¥, da
maneira feita acima.

Segundo, construimos uma valoracao v que atribui valor 1 a todas as formulas
de © e, portanto, as de X, como requerido.

Claramente, © contém todas as variaveis ou as suas negagoes. Definimos

v(A) =1 se AO
v(A)=0 se A¢O.

Estendemos v, da maneira candnica e para uma atribuicao que também cha-

v: Var — {0,1} por {

maremos v, para valores de todas as férmulas de . Para isso, definimos.
- Se A =B, entao v(A) = v(B)*.
- Se A= BV, entao v(A) = v(B)vVu(C).
Afirmamos: Para todo o A € Flas tem-se
- Se A € O, entdao v(A4) = 1.
- Se A ¢ O, entao v(A) = 0.
Seja A € 6.

1. Para A € Var, a afirmacao é certa por definigao.
2a. Seja A = - B. Hipdtese Indutiva:
- Se B€ © ,entao v(B) = 1.
- Se B ¢ ©, entao v(B) = 0.
Como A = =B € 0, pela completude de © tem-se B ¢ O. Pela Hipotese
Indutiva v(B) = 0, donde, v(A) = v(=B) = v(B)* = 0* = 1.
2b. Seja A = BV C'. Hipdtese Indutiva:
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Se B € ©, entao v(B) =
Se B ¢ ©, entao v(B) =
Se C' € ©, entao v(C) =
Se C' ¢ ©, entao v(C) =
Suponhamos que v(A) = 0, isto é, v(BV C) = 0. Ora, v(BV C) =
v(B)vVo(C) = 0. Daqui, v(B) = v(C) = 0. Pela Hipétese Indutiva, B ¢ ©
e C' ¢ ©. Pela completude de ©, tem-se que =B € © e =C' € ©. Também
da completude de ©, vem =B A =C' € O. Finalmente, ~(BV () € O, em
contradigdo com A = (B V () € ©.

1.
0.
1.
0.

O

Validade. Para abreviar, escreveremos Sat(v, A) para dizer que v satisfaz A,
isto é, que v(A) = 1. Diremos que v satisfaz ¥, e o denotaremos por Sat(v, ),
se v satisfaz simultaneamente a todas as férmulas de 3. Alias, diremos que uma
formula A é vdlida num conjunto de formulas X se toda atribuicao que satisfaz a
todas as formulas de ¥ satisfaz, também, A, o que é abreviado por ¥ E A. Em
simbolos:

DEFINIGAO 48.

1. Sat(v,A) <= v(A=1).

2. Sat(v,Y) <= VA e S[u(A) =1].

3. A évilida em ¥ <= Yv| Sat(v,¥) = Sat(v, A)].
4. X F A <= A € vdlida em X.

Completude. Anteriormente, foi estabelecida a relagao entre consisténcia e
satisfatibilidade. Agora, nos ocuparemos em examinar a relacdo entre demons-
trabilidade e satisfatibilidade. O Teorema B, da completude de B, diz que toda
formula valida é demonstravel. Nao podemos esperar que o mesmo aconteca com
>, mas temos sim uma versao que leva a situagao a outro nivel. Antes, toda tau-
tologia era demonstravel em ; agora, toda férmula valida em ¥ é demonstravel
a partir de 2.

TEOREMA 93 (da Completude). ¥ F A = X+ A.

Prova. Suponhamos ¥ F A. Logo 5Sat(¥ U —A). Se ¥ ¥ A, tem-se
Consist(X U{—A}). Portanto Sat(X U {=A}), contradizendo o dito na primeira
linha desta prova. Concluimos: S(X ¥ A). O

Observagao. Se no teorema anterior pusermos ¥ = {=A V A} ou, mais
precisamente, ¥ = {7AV A : A € Flas(P)}, entdo o teorema se reduz a P F
A= P F A o que é o mesmo que o teorema B de completude de P visto
anteriormente. Isto parece ser um circulo vicioso, mas nao o é, pois esta prova
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do Teorema B repousa sobre a existéncia da extensao completa O e ¢, de fato,
independente da anterior. E importante observar que esta prova, tal como a
“construcao” de ©, nao é decidivel, enquanto que a prova anterior sim o é.

Compacidade. Um conjunto de féormulas se diz finitamente satisfativel se
todos os seus subconjuntos finitos sao satisfativeis. Semelhantemente, um con-
junto de férmulas se diz finitamente consistente se todos os seus subconjuntos
finitos sdo consistentes. Usaremos FinSat(X) e FinCons(¥), como abreviaturas
de, respectivamente, 3 é finitamente satisfazivel e ¥ € finitamente consistente.

O teorema anterior permite demonstrar o Teorema de Compacidade para o
Calculo Proposicional: um conjunto finitamente satisfazivel de férmulas é satis-
fazivel.

TEOREMA 94 (Compacidade do Célculo Proposicional).
FinSat(¥) = Sat(X)].

Prova. Usando o teorema de completude para conjuntos de férmulas propo-
sicionais: FinSat(¥) = FinConsist(X) = Consist(¥) = Sat(X). O

O teorema seguinte é trivial, mas nao esta a mais registra-lo. Diz que se todo
subconjunto finito de X é consistente, entdo > é consistente. E reciprocamente.

TEOREMA 95 (Compacidade Sintética para o Calculo Proposicional).
(gégﬁnz C’onsist(@)) <= Consist(X).

Prova. Da direita para a esquerda é obvio. No outro sentido, suponhamos
que =Consist(¥). Entao

3P Cpip B(P H C AC),

mas isto contradiz a consisténcia de todos os subconjuntos finitos de . 0

Aplicagoes do Calculo Proposicional

Temos visto como o Calculo Proposicional, sendo o sistema mais simples da
l6gica formal, ilustra e goza de importantes propriedades de interesse em qual-
quer sistema matematico, como consisténcia, completude, satisfatibilidade, etc.
Aparte do seu valor légico como ferramenta de raciocinio e analise de expres-
soes, é parte da linguagem logica como lingua franca da matemaética, o calculo
proposicional tem variadas aplicacoes; uma delas pode ser apreciada na prova
das propriedades das operagoes basicos da teoria de conjuntos; quanto as outras,
nao podemos deixar de mencionar uma que é talvez a mais popular: a sua apli-
cagao na descricao e representacao de circuitos eléctricos. Devido ao fato de as
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variaveis adotarem valores “0” ou “1”, elas podem ser interpretadas como inter-
ruptores numa rede elétrica, governando a passagem ou interrupg¢ao da corrente
elétrica. Por meio de conexbdes em série ou em paralelo é possivel representar
qualquer férmula proposicional como uma rede eléctrica, como esta indicado na
figura 2.2 a seguir

q —— P V4

® ° ® ° pPAq

—0\7 —p

F1curA 2.2. Representacao de conectivos proposicionais por cir-
cuitos eléctricos

Uma conexao em série representa uma conjungao e uma conexao em paralelo
representa uma disjuncao; a negacao requer algum dispositivo mecanico para
inverter o efeito do interruptor. Como se pode ver em livros de computacao, esta
interpretacao é implementada como dispositivos chamados portas l6gicas, que sao
modelos fisicos de certas formulas. As portas logicas sdo expressoes fisicas das
féormulas =A, ANB, AV B, ~(A <+ B) e A<+ B.

Limitacgoes do Céalculo Proposicional. O Célculo Proposicional constitui
apenas uma parte reduzida da Logica e esta longe de representar todas as moda-
lidades do raciocinio humano. Isto é devido a que a sua linguagem é projetada
para falar apenas acerca da verdade ou a falsidade das sentengas, sem se ocupar
da sua estrutura interna. Duas sentencas quaisquer sao consideradas equivalentes
se tém o mesmo valor de verdade, sem se importar com o que elas expressam. A
légica tem a ver com afirmacoes acerca do que acontece num universo e de como
se deve raciocinar com estas afirmagdes. Uma afirmagao, (férmula), sempre diz
algo (predica), acerca de algum individuo do universo (sujeito), ou acerca da
totalidade de individuos, ou acerca da existéncia de algum ou alguns individuos.

Exemplos.

1. 2 ¢ Par.
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2. 0 nao é sucessor de nenhum nimero.

3. todo numero tem um sucessor.

4. se x e y sao impares, x +y € par.

5. O silogismo classico “Todos os homens sao mortais, Socrates é homem,
portanto Socrates é mortal”.

Nenhuma destas expressoes tem lugar em . Em resumo, as proposicoes do
Calculo Proposicional sao blocos sem estrutura interna; nele nao ha referéncia
a individuos, as propriedades desses individuos, nem a sua universalidade ou
existéncia. Tecnicamente, isso se reduz ao fato que nao ha expressoes do tipo
P(x), P(z,y), YxP(z) e nem 3xP(x).

Esse tema serda desenvolvido no capitulo sobre Légica de Primeira Ordem,
momento em que esses comentarios serao aprofundados.
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